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La Faculté des Sciences, sur le préavis de Monsieur le - 
Professeur H. Fehr, autorise l'impression de la thèse présentée 
par M. Kopeliowitch, intitulée: « Théorie des Quaternions », 


sans exprimer d'opinion sur les propositions qui y sont énoncées. 


Genève, le 14 juillet 1922. 
Le Doyen: 
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AVANT-PROPOS. 


Cette étude a pour but de développer d’une manière homogène 
la théorie des quaternions. La première partie ne contient que les 
considérations analytiques, tandis que la seconde est basée sur des 
démonstrations et interprétations géométriques. 

Toutes les propriétés fondamentales du calcul quaternionnien, 
ainsi que les notions qui s’y rattachent, se déduisent par une suite 
ininterrompue de propositions de la définition du quaternion et des 
formules de définition. Par exemple, la définition de l'addition d’un 
nombre quelconque de quaternions et les propriétés associative, 
commutative et distributive de cette opération sont de simples 
conséquences des formules de définition. 

Il en est presque de même pour la notion du produit de deux 
ou de plusieurs quaternions, dont tous les traits caractéristiques se 
dégagent aisément. 

Les deux notions, tout d’abord distinctes, du quaternion- 
opérateur et du vecteur auquel cet opérateur s'applique, se fondent 
ensuite en une seule: celle du quaternion. Désormais, il suffit de 
particulariser les propositions relatives aux quaternions pour obtenir 
les théorèmes du calcul vectoriel. Grâce aux formules de multipli- 
cation des quaternions, la généralisation de la notion de vecteur en 
celle de quaternion est immédiate. 

Pour la clarté de l’éxposé, nous avons, dans le second chapitre, 
repris la théorie à son point de départ par la méthode géométrique, 


‘\, afin de donner une interprétation concrète de tous les développe- 


ments analytiques. Les opérations fondamentales du calcul quater- 
nionnien sont établies dans toute leur généralité par des moyens 
élémentaires. C'est, par exemple, le cas des théorèmes de l'addition 
et du produit de plusieurs quaternions. La démonstration des pro- 
priétés commutative et distributive de l'addition de plusieurs quater- 
nions, négligée en général, est pourtant de grande importance pour 


842991 


MN ES 


le développement synthétique de la théorie. La preuve de la règle 
associative de la multiplication de trois quaternions, établie par 
Hamilton à l’aide des propriétés des coniques sphériques, est faite 
dans cette étude par une méthode simple et rigoureuse. 


La base de la théorie des quaternions est ainsi posée, grâce 
à ces théorèmes, uniquement à l’aide des opérations élémentaires 
de la géométrie des vecteurs et de l’analyse vectorielle. 

Dans le troisième chapitre, on retrouve la théorie classique 
des quaternions et les formules de O. Rodrigues. Une seconde 
définition du produit des quaternions découle des propriétés de 
l'opérateur p...p …, ainsi qu’une preuve facile de la règle associa- 
tive de la multiplication. 

Il est intéressant de remarquer à la fin de cette introduction 
que le passage à l'imaginaire, tout en restant dans l’espace euclidien 
ordinaire, permet une généralisation de la théorie; sans modification 
aucune dans les formules analytiques; toutefois, cette généralisation 
présente quelques difficultés dans l'interprétation géométrique. 
Nous nous proposons de traiter ce sujet dans une publication 
ultérieure. 

Dans l'élaboration de cet essai, les traités classiques de W. R. 
Hamilton ,Elements of Quaternions“ et de P. G. Tait , Traité 
élémentaire des quaternions“ nous ont servi de point de départ. 
Nous avons également pu consulter le manuscrit du , Cours de 
Mécanique“ de Monsieur le Professeur Charles Cailler, qui était 
alors en préparation, et nous nous sommes efforcés de nous 
conformer autant que possible aux notations employées dans cet 
ouvrage. Le lecteur n'aura, par suite, aucune peine de parcourir 
cette étude en mêime.temps que les chapitres correspondants du 
Cours de Mécanique. 

Il est de notre pieux devoir d'exprimer à cette place notre 
profonde gratitude à feu Monsieur le Professeur Charles Cailler, 
dont les conseils bienveillants nous ont guidés dans toute cette 
étude. 

Nous tenons aussi à remercier vivement Monsieur le Professeur 
Henri Fehr qui nous a aidés par ses indications à mettre ce travail 
au point. 
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CHAPITRE PREMIER. 


DÉFINITIONS ET DEVELOPPEMENTS 
ANALYTIQUES. 


1. FORMULES DE DÉFINITION. 


1. Notations. Comme système de repère nous employons 
un système d’axes trirectangulaires OX, X, X, sinistrorsum, et les 
vecteurs quelconques, appliqués à l’origine pour plus de clarté, que 
nous y rapporterons, seront représentés par leurs composantes 


— 
respectives x, X, Xas Var Ve, Vs, etc. Ainsi, un vecteur Oa de com- 
posantes x1,x, x; Sera marqué (x, X,, x;), ou encore x, (h=—1,2,5), 
et un vecteur Ob de composantes y,, y,, y; sera désigné par y,, 
l'indice À variant toujours de 1 à3. Nous désignerons | parfois pour 


simplifier un vecteur Où par vecteur x, un vecteur Ob par vecteur 
y etc., en supprimant les indices À. 

Les notations de l’analyse vectorielle dont nous nous servirons 
sont : [x,y| pour désigner le produit extérieur, ou vectoriel, (x,y) 
marquera le produit intérieur, ou scalaire, de deux vecteurs, de 
même que le symbole (x,x) désignera le carré de la longueur du 
vecteur x. Le vecteur représentatif des parenthèses [x,y] est fixé 
en direction et en sens par la règle de Maxwell (règle de tire- 
bouchon), tandis que sa longueur est égale à la valeur du produit 


Ix|.|y|.sin (y), |x| et |y| désignant les longueurs des vecteurs 


correspondants, et sin(xy) le sinus de l'angle formé par les vecteurs : 
en question. 


AUS 


2. Définition. Un quaternion q est un opérateur qui frans- 
Fe 


forme un vecteur Oa en un autre vecteur Ob, c. à d. qui trans- 
forme les composantes x, en y,. 


Cette transformation comporte deux phases. Tout d’abord une 


rotation d'angle (<y) autour de l’origine ©, s’effectuant dans le plan 
défini par les deux vecteurs, de sorte que la direction du vecteur x 
après la rotation devient celle du vecteur y. L'angle de cette rota- 
tion sera nommé l'amplitude du quaternion q ; tout vecteur con- 
tenu dans le plan aOb et auquel cette rotation peut être appliquée 
sera dit appartenant au quaternion q. 

La deuxième phase comporte une extension ou dilatation du 
vecteur x jusqu'à ce qu'il ait la longueur du vecteur y. Il est évident 
que l’ordre de ces deux opérations n'’influence pas le résultat final. 


3. Théorème. Les 4 nombres q, (k— 0, 1, 2, 3), définis par 
les relations 
(x,x) 4o = (x,y) & (1) 
(kg yl, VEN 280) 


déterminent complétement le quaternion q qui transforme le vec- 
teur x en y. | 

En effet, le plan du quaternion q. défini par les vecteurs 
x et y, est donné par les quantités q, qui sont proportionnelles 
aux cosinus directeurs de la normale à ce plan. Si nous désignons 
par À le coefficient de proportionnalité et par a, les angles direc- 
teurs de cette normale, nous aurons: 


> aq — > cos 1, 


(A) (h) 
et en y remplaçant les quantités q, par leurs expressions tirées 
de (1), il viendra: 








= En. ® 
+ GX) (py) — (y) 
et par suite 
COSUFSE A 0e (3) 





*) Dans la suite il sera entendu une fois pour toutes que l'indice hÀ parcourt 
la série 1, 2, 3, tandis que l'indice ka suite O, 1, 2, 3. 
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Pour déterminer les deux autres éléments du quaternion gq, 
l'amplitude de la rotation et la grandeur de l'extension, nous partons 
de la relation existant entre la surface du parallélogramme con- 
struit sur les vecteurs x et y et les projections de cette surface 
sur les plans coordonnés: 


De [x, y], cosa, — D [x,yl:q, = 1x! |y| sin (y) 


(h) (à) 
Nous en tirons les sinus de l'amplitude de l'opérateur q: 








{xl DIxyl:9% 
sin (Xy) — 2 @) ; 
DV Gn — Gp () 


qui est donc donné par les trois quantités q,. Pour définir complé- 


tement l'angle (x), il nous faut encore avoir son cosinus. Or, 
la première des relations (1) s’écrit: 


(x) qe = (xy) = |x||y|cos (y) 


7 | 
COS (XV) — E GT 65) 


En remarquant qu'on a aussi 


et par suite: 











CE 
(x, x) (y,y) 
la relation (4) pourra s’écrire: 
sin° (xp) = 29 So (6) 
(y, É 
Y:Y) 7 
et en l’additionant à l’équation (5) élevée au carré, nous obtenons: 
D q? — (y.y) 
DE (Re (7) 


(&) 
Cette relation détermine le dernier élément du quaternion gq: 


la grandeur de l'extension qu'il produit. 
Par définition, nous appellerons grandeur du quaternion q 
le radical  y/((q,q)), avec ((q,q)) =S" qg; et nous écrirons 
(&) 


gl = + y ((q,9)) . 
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Remarque 1. Le coefficient 2 étant un facteur de proportion- 
nalité, on peut prendre le radical qui le donne avec le signe +. 
Le signe choisi détermine le sens que nous prendrons pour positif 
sur la normale au plan du quaternion q. Ce sens est tel que pour 
un observateur placé dans la direction de la normale, les pieds 
à l’origine, la rotation produite par le quaternion est sinistrorsum. 


Remarque 2. Les trois dernières formules (1), résolues par 
rapport aux quantités q, et multipliées respectivement par x, et y,, 
donnent par addition: 


D ax; = y — 0 . 


(A) (A) 
Ce sont les conditions exprimant que les vecteurs x et y appar- 
tiennent au quaternion q. Une d'elles peut remplacer une des 
équations (1) définissant les quantités q,. 

4. Réciproquement, si l'on à 4 nombres quelconques q,, 
définissant un quaternion q, on peut retrouver d'une infinité de 
manières les vecteurs x et y redonnant les formules (1). 

Prenons, en effet, dans le plan du quaternion q un vecteur 
quelconque x. On aura: 


D x — 0, 


(A) 
on pourra donc prendre deux composantes de x à volonté, la 
troisième sera définie par cette relation. 

Ceci posé, les équations (1) se réduiront par la condition 
précédente à trois équations linéaires en y,, y,, y, et définiront 
d’une façon univoque les composantes du vecteur y. Ces trois 
composantes, qu'on obtiendra de cette façon, vérifieront d’ailleurs 
identiquement la première des équations (1) et s’exprimeront par 
les formules: 
Yi = ox, + [gx], : (8) 


9. Quaternion numérique. Un quaternion q qui transforme 
un vecteur x en un vecteur mx (m étant un nombre) de même 
direction, mais allongé ou raccourci suivant que m est plus grand 
ou plus petit que 1, aura les 4 quantités q, égales à: 


rie 


Jo M, —Q—Qq;—0, 
comme on le déduit des formules de définition (1). Nous appel- 
lerons un tel quaternion quaternion numérique à cause de l'identité 
de son effet avec celui de la multiplication d’un vecteur par un 
nombre. Il ne possède ni plan, ni amplitude et peut être appliqué 
à tout vecteur. 


6. Définition. On nomme axe du quaternion q la normale 
à son plan, plus exactement la demi-normale élevée d'un côté 
du plan de q et de telle façon que la rotation produite par le 
quaternion soit sinistrorsum autour de son axe. 

Si l’on porte sur l'axe du quaternion q sa grandeur |q|, on 
obtient l'indice du quaternion. 

Il est clair qu'il y a une foule de quaternions distincts ayant 
le même axe et le même indice. Il suffit que ces quaternions 
aient un plan commun, qu'ils produisent la même extension et 
qu'ils aient le même sens de rotation, sans que leurs amplitudes 
soient égales, et ils auront, tout en étant différents, le même axe 
et le même indice. 

7. Invariance des formules de définition par rapport à 
un changement d’axes. Voyons maintenant comment se trans- 
forment les formules de définition (1) quand on change le système 
de repère. Rappelons tout d'abord brièvement les propriétés 
fondamentales d’une transformation d’axes orthogonaux. 


Désignons par x/les composantes du vecteur considéré suivant 
les axes transformés. Les équations de passage seront: 
Xy—= AX{ + A Xs À AXE 
où les 9 coefficients az, vérifient les 6 relations d’un système 
orthogonal. Les formules inverses s'écriront de même: 
X, = AnXi À dpXo À As 
Soit À le déterminant des coefficients : 


di1 » A2 » Ay3 
AÀ—| dy » 4 » dy 


y » A3 » 433 


DES 


et soit Az, le déterminant mineur relatif à l'élément az. Si les 
nouveaux axes peuvent être amenés par un déplacement continu 
à coïncider avec les anciens, on sait que les conditions suivantes 
sont vérifiées: 


A=+1l,as, = À 


Entre les déterminants mineurs 4:, existent donc les mêmes rela- 
tions qu'entre les coefficients a; 
Ces propriétés étant rappelées, transformons les équations (1) 


par les formules de passage. Il viendra: 


” 


En (61 — 1e 2: 3) ° 


(xx) g6 — (x y") , | a 
Gex) qi = [x y], 


si l’on y pose 





q — % FA an 
/ CRiX Ye As Lxy Je ee AylXY" ln 
gr 7226 (x'x) À, ’ 


les indices £ et » dérivant de h par la permutation circulaire des 
nombres”1, 2, 5;"ainsi si h—=2/"ondauras-=5et) —1#etc 4 
dernière de ces expressions se met après quelques modifications 
sous la forme 


qh — A1 + pod T 4303 


et les formules de transformation pour les composantes q, du 
quaternion q seront donc 


= 90 1 : 

Per No (9°) 
gi = 4,)q; À 402 1 45e 

et leurs inverses: 


Go — % 
(9) 


An = AU + A0 + ap 08 
Les formules de définition (1) conservent donc leur forme 
et sont, par conséquent, indépendantes du système d'axes choisi, 


à condition que les quantités q, soient transformées d'après les 
équations de passage précédentes. 


A Ni Qt 


2. ADDITION DES QUATERNIONS. 


8. Définition de l’addition des quaternions. Soient q! 
([—1,2,..,m.) m quaternions quelconques donnés. Posons: 


D, = 4 - (10) 


Nous dirons que lé quaternion déterminé par les 4 sommes ©, 
est le quaternion-somme © des m quaternions donnés q! . 

Les quantités ql étant des nombres, les sommes ©, ne 
dépendent ni de l’ordre des addendes, ni de leurs combinaisons. 
Les propriétés associative et commutative de l'addition résultent 
ainsi immédiatement de la définition (10). 


La relation (10) entre les addendes et la somme est, én outre, 
indépendante du système d’axes. 

Ceci est évident pour les quantités OO. Quant aux compo- 
santes Q,, elles se transforment d’après les même formules que 
les composantes d’un vecteur et nous avons: 


Of = 2h 9, + 250 + 250 : 


En substituant les valeurs de ©, données par l'équation (10) et 
en tenant compte des formules de transformation (9°), il vient 


ln L=m 
O; >, (aq Hd doi dde) =Y qe 


ce qui démontre la proposition. 


9, Lemme. Deux quaternions quelconques q et p ont tou- 
Jours un vecteur commun. 

En effet, les plans des quaternions q et p passant par l'origine 
des axes, seront ou bien confondus, ou bien auront une droite 
d'intersection. Dans le premier cas, les deux quaternions auront 
une infinité de vecteurs communs, dans le second, tout vecteur 
ayant pour support la ligne d’intersection des deux plans appar- 
tiendra aux quaternions q et p à la fois. 


AUS NL 


Analytiquement, soient q, et p, les composantes des quater- 
nions getp. Si l’on prend un vecteur x satisfaisant aux conditions 


SG = pix, Ur 


(A) (h) 
ou bien, s'exprimant par la relation 
PSE u[p,q|, , 


où « est un facteur de proportionnalité, ce vecteur appartiendra 
aux quaternions q et p. Seule la direction de ce vecteur est par- 
faitement définie par les équations précédentes (toutefois en sup- 
posant q, Æ p,), tandis que sa longeur peut être prise à volonté. 
On pourra, par conséquent, supposer, sans restreindre la généralité, 
le facteur « égal à l’unité. 

10. Corollaire. Désignons par y et z les vecteurs que l’on 
obtient à partir du vecteur x traité par Îles quaternions p et q. 
Nous pouvons écrire, d’après les formules (8): 


Yi = PoXs TT ÜP,Xl, » 23 = 0x4 + [gx], ; 
ou encore, symboliquement: 


V=pPX , Zz—=qx. 
Sommons les composantes de y et de z ayant les même indices; 
on aura: 


y Se Zn — PoXr ee [p,xl, de GoXr Tax], 


et en groupant les termes du second membre: 
Yat2i= (Pot x + p+ 0x1, (Pot 90) [p;91,+ p +9 , [p,glla : 


Mais, par définition, (p, + q,) sont les quatre composantes du 
quaternions-somme (p —- q) et le second membre peut s’écrire 
symboliquement (p + q) x. Nous en déduisons donc les identités: 


px 1 gx = (p 7 4q)x 
+ qx= px gx—y +22 y—qx + px—(q px, 


car la propriété commutative est vérifiée dans l’addition des vecteurs 
VREZ: 


SR 


11. Corollaire: Définition du quaternion mg (où m est un 
nombre). | 

a) m est un nombre entier. 

En partant de la définition (10) du quaternion-somme, dans 
laquelle nous faisons tous les addendes identiques 


PT pleine 


nous avons les 4 sommes suivantes qui définissent le quater- 
nion mg: 

ln : 
D ia ++ St PO CP SRE 


ET 


ou, en enlevant les indices supérieurs: 


(mg), 7 Dade D MT LT AN 


Le produit d'un nombre par un quaternion possède donc la 
propriété commutative. 

Géométriquement, l'addition d’un quaternion à lui-même 
s'interprète de la façon suivante: on traitera par le quaternion 
considéré le vecteur x, m fois de suite; chaque fois le vecteur x 
sera transformé en un vecteur y et la somme de tous ces résultats 
partiels équivaudra, comme on vient de le voir, à l'application 
du quaternion-somme mg au vecteur x Or cette somme est 
représentée par un vecteur my de même direction que y, mais m 
fois plus grand, et on peut dire que l'effet du quaternion mg ne 
diffère de l'effet de q que par une simple multiplication du résultat 
par le nombre m 

b) Cas général. 

En général, un quaternion mg étant défini par les 4 quantités 
mg, = q,m, m étant une quantité algébrique rationnelle ou ir- 
rationnelle, l'effet de l'application de mg peut être obtenu en traitant 
tout d’abord le vecteur considéré par le quaternion q et en multi- 
pliant ensuite le vecteur qui en résulte, d’après les règles habi- 
tuelles de la géométrie, par la quantité m. Ces deux opérations 
peuvent d’ailleurs être interverties. 


TEEN A'ote 


En effet, si x est le vecteur initial et y le vecteur qui en 
résulte après l'application du quaternion q, on a les formules: 


(xx) qo = (y) , 
(xx) q, = [xy], 
et en multipliant par m les deux membres: 
(xx) mqo — (4,9) gom — m(xy) — (xmy) , 
x) mg, = (xx) q,m = mfxyl,;= [xmy], . 

Or, si z est le vecteur qui résulte de x par l'application du 

quaternion mq, on doit avoir: 

(x,x)mgo — (x2) , 

(x,x)mgq, — [x;z], , 
et l'identité des membres gauches de ces formules avec ceux des 
précédentes entraîne les trois relations: 

Z, = My; 

ce qui démontre la proposition. La démonstration serait tout à 
fait semblable si l’ordre des opérations était inverse. 

Remarquons que les quaternions définis par les quantités 
mg, et q, proportionnelles entre elles, ont les mêmes amplitudes; 
leurs grandeurs sont liées par la relation: 

| mg = m\gl 
puisqu’ on a: 
V{Gm qmq)) — m V((q,q)) . 
Pour montrer que les quaternions ont des amplitudes égales, 
écrivons les formules (4) et (5) donnant le sinus et le cosinus 
de l’amplitude de g: 


xylsin À = 2 olxyl , 


(A) 
x|y|cos À — (x,x) qo 
On constate qu’elles sont identiques aux équations définissant 
l'amplitude de mg: 
x\my|sin À = x © mg, lemyl, ; 
(a) 
XImy|cos A — (xx) mgo ; 





ANT Tete 


où le nouveau facteur de proportionnalité 4’ est égal à 


PES (x,x) LA 
VX) (my,my) — (my m 
Il est évident que les deux quaternions mg et q ont le même plan 
quel que soit m. 
La multiplication des 4 nombres q, par m ne change donc 
que la grandeur du quaternion q, ses autres éléments restent 


invariables. 











3. MULTIPLICATION DES QUATERNIONS. 


12. Définition de la multiplication de deux quaternions. 

Soient p, q et r trois quaternions dont le premier transforme 
un vecteur x en un vecteur y, appartenant au second quaternion, 
et le second quaternion transforme ce vecteur y en un troisième 
vecteur z (le vecteur y existe toujours, d’après le lemme du n° 9, 
et sa longueur est parfaitement définie dès qu’on a choisi celle du 
vecteur x). 

Le quaternion r sera dit le produit des deux autres s’il trans- 
forme le vecteur x directement en z. On écrira: 


t — qp. (11) 
D'après les formules de définition (1), nous aurons les relations 
suivantes donnant les composantes p,, q, et r,: 


Gex) po = y) , (GX) p, = lxyl, ; | 
Ga) , ya =lyz, ; | 2) 
CRE AE, FACE AE 7A1PE 
De la seconde ligne de ces formules il résulte, d’après les rela- 
tions (8): 
zx = QoY1 — [y,q], 


et en portant ces valeurs dans les dernières des égalités (12), il vient: 


x, x) EE (x, 0 Var [y,q1) med) (x,y) er (x,[y,ql) , 


13 
(x,x) RSS (x, y SF: [y,q1], = CAIN Pie [xy,q1], Se 


Ale 


Mais, d’après les formules de l'analyse vectorielle, on a: 
@Ly,al) = (Qlxyl) , 
[xLy,q1], = y,(x) — q,0xy) . 


D'autre part, nous pouvons écrire: 


i—9 
Ya (QX) = Yi qaxs + YideXe + VTT Se LEA Pan > TU 
10 
où les indices £ et » s'obtiennent à partir de À par une per- 
mutation circulaire des chiffres 1, 2,3. Or, le vecteur y appartient 


au quaternion g: 
ET 
20 


0 
et par conséquent: 
Yr (q,x) set NE [g,Lx,y]], < 
Nous avons donc les deux formules suivantes: 


ly,9) = (qlxyl) , 

LeLy,g1h = — Ia lkyl}, — qGcy) . 
En portant ces expressions dans les relations (13), il vient, après 
la division par (x,x): 


FAX VI] (q,x,y]) 


ACC X) (x,x) 


re Lx,y], (x,y) [a [x,y]]; 
LE: 0 (x,x) = E qz (x, x) - ce) à 


lo 





’ 


et en tenant compte des valeurs de p, données par les équations (12), 
on obtient: | 
lo = GoPo — QiP1 — I2Po — A3P3 » | 
| (4 
En QoPx À Po + [op], : | 
Ce sont les formules de multiplication de deux quaternions (du 
type (11)). 
13. Remarquons tout de suite que la propriété commutative 
ne subsiste pas dans la multiplication des quaternions: si l’on 


as 5 y Me 


permute les quantités p, et q, dans les formules précédentes, 
r, Seul ne change pas, tandis que les quantités r, auront d’autres 
valeurs, car le produit extérieur [g,p], change de signe. 

Par conséquent, si nous désignons par s le quaternion- 
produit pq, ce quaternion aura son plan différent de celui de 
r = qp. 

Montrons que ces deux quaternions ont les mêmes grandeurs 
et les même amplitudes. Nous avons, d’après les formules (14): 


ST MORT RQ NE EN CPE 
Sp = Podu + Pido + Pal; : 


Pour prouver l'égalité des grandeurs de r et de s, il nous faut 
montrer que l’on a: 


(14) 


(Gr) = V{(ss)) . 


Mais puisque s, = r,, il suffira d'établir l'identité des sommes 
suivantes: 
vez 2 
> 2 =Y ns, , 
(A) (A) 


les radicaux étant pris avec le signe +. Or, si on remplace dans 
cette relation les quantités r, et s, par leurs expressions tirées 
de (14) et de (14°) et si on réduit dans les deux membres les termes 
identiques, il ne restera à vérifier que: 


2 piqi + Pia) lP:al, — 2 D (QoPx + PDG, - 
(A) (A) 
Mais les deux membres de cette relation étant nuls, nous avons 
bien: 
pal = |gp| . 

Plus loin nous donnerons la démonstration générale et clas- 
sique du théorème de la grandeur du quaternion-produit de 
plusieurs quaternions. 

Les quaternions r et s ayant les mêmes grandeurs, si x est 
un vecteur commun, traité par r et s, il deviendra respectivement 
_ y et z, ces deux vecteurs étant différents, mais de longueurs 
égales: Are: 

= 121. 


Le) 


RTE 


Soit À l'amplitude du premier et B celle du second quaternion. 


Les formules (5) donnent: 
cos À — Es = ie _ cos B : 


D'autre part: 
(x) ro = (XX) So — (x,y) — (2) 
et par suite: 
(x,x) (x,x) 


ERA ee ele Mit) der) 











S . 


Nous avons donc aussi: 


Sins 7 > “Lips sin Ds 


Les amplitudes des quaternions r et s, ayant leurs cosinus et 
sinus identiques, sont égales entre elles. 


14. Cas particulier : le carré d’un quaternion. Le quater- 
nion ©, carré d'un quaternion q, est le produit de ce quaternion 
par lui même: Q — qq. 

Les formules (14) donnent immédiatement les 4 quantités ©, 
définissant Q. On a: 


O, 900600019106 439207 0303 à (15) 
O, RE 2 959, : 


Les composantes ©, étant proportionnelles aux q,, le quaternion- 
carré © aura le même plan que q et sa grandeur est donnée par 
la relation: 


(QI=\ql'.igl = |ql°. 


Quant à son amplitude, eile est égale au double de celle de g. 

En effet, soit x le vecteur initial, y le vecteur qui en résulte 
après l'application de q et z le vecteur résultant de y traité de 
nouveau par qg. D'après la définition du produit, le carré de q 
sera le quaternion transformant x directement en z. 


PS Te pe 


Soit encore À l'amplitude de q et B celle de son carré Q. 
À l’aide des formules (4) et (5), et en tenant compte des égalités 


Sol RES Cane A Se 


CAPOT ST MEET 
on obtient facilement 

















: | 
Q, — is cos B — y) (cos? A — sin’À) , 
a 6 LUEUR 
è ee sin ?B — 4 Ie sin?A cos?A , 


d'où 
cos B — cos?A — sin?À , 
sin B = + 2 cos À sin À 
Par conséquent 


B—241, 
le sens de rotation étant évidemment le même pour Q et q. 


15. Corollaires. a) Règle distributive de la multiplication 
des quaternions. 

La propriété commutative de la multiplication n'étant pas 
vérifiée, voyons si la règle distributive subsiste. 

Nous devons montrer que l’on a identiquement: 


S—=4(p +q}j = pr +aqr ., 
HUND + 0) TD E.rq : 
Or, ceci résulte presque immédiatement de la définition (10) du 


quaternion-somme p + q et des formules de multiplication (14). 
On a, en effet: 


b+q), = p, +4 
et les formules (14) donnent: 
S = (P + Dito —(P + QE) = Potro — (ir) + Qoru — (gr) , 
SR: (DÉE gr, ne (DIE gro "E [p 4 qr], 


— Polh ‘ Prto ne [pr a oh de to ne [sr], * 
Et de même 


D md ee (PR D = TP (CP) + Po —.(r,9), 
— tr (P d- q), 45 r,(p + qd), 1e [r,p rh à q}, 
Fr 0Ph LE Un Po a [r,p}, de Cod h “ ado + [r,q}, ° 


Se RODet 


b) Règle associative de la multiplication. 

Cherchons tout d’abord la signification du produit pqr de 
trois quaternions p, q et r, définis respectivement par les quantités 
P, 4, etr,. Désignons par { le quaternion-produit des deux 
derniers { — qr. Les composantes f, sont: 


to — Qifo — (Qt) , 
= doth 2 Qpto 1 [gr], . 


Soit y un vecteur appartenant aux quaternions p et f et soit x 
un vecteur tel que traité par le quaternion ft il donne le vecteur y; 
nous aurons: 

ÉSraft SCY (x,y) , 

(x,x)t, = [x;y], . 
Si nous appliquons à y le quaternion p, il devient un vecteur z et 
l'on a: 

(»Y)P5 — (y:2) , 

GIP, = [y,2l, . 


Le quaternion transformant x directement en z est le produit 
u —= pt, défini par les 4 composantes: 


UD (P,t) SAS 
UD Dee [Pt . 


Remplaçons # par gr et nous aurons le produit u = p: gr de 
trois quaternions quelconques p, q et r, défini par les quantités u,. 
Les expressions des u, en fonction des p,, q, et r, seront obtenues 
en substituant les valeurs des {, dans les formules précédentes; 
on aura, en effectuant quelques développements: 

10 , | 
y Ploto — D (Pro + Por; Por) — (PA) | 
ne { (16) 
u, = Podurs + Polato + Padoro + Pt, — QrPh | 
+ lP,9l, — PQ) + qr,p) — r(P,9).] 


Montrons maintenant que la règle associative de la multipli- 
cation est vérifiée et qu’on a identiquement: 


UE pqt == pq =pq" €. 


Posons encore { = gr et s — pq, les quaternions f et s étant 

définis par les formules 

Lo — Qofo — (QE) , 1 = qi + quo + larl, , 

So — Podo — (P,9) » S} = P,9, + prqier [P,91, Ù 
Nous devons prouver les idendités : 

US ST) Pine (Lithe 

y = So À Spto À LS = Pots + Pato + IPtle : 
Remplaçons pour cela s, et f, par leurs expressions. La première 
relation à vérifier devient, après la réduction dans les 2 membres 


des parties identiques composées des termes symétriques par 
rapport aux composantes p,, q, et r,: 


([p,qhr) = (plq;r]) . 


Mais ceci est une identité, les deux membres représentent un 
même déterminant développé suivant deux colonnes différentes. 
La seconde relation donne: 


Uh Se Polofh ve (p,g)r}, 1: Polhtlo + Photo 5 [P,qlzr, à - [P,4 +P4% 1 [P,qhrl]x 
TE Po% Th x Polh y ar Polarlh 47 Photo TE Ph (qr) is [P,q0r + ao “5 [qr]]» 


et, après avoir fait la réduction des termes identiques et le développe- 
ment du dernier produit extérieur, on obtient: 


= (p,9)r, [Pal E Par], + qfp,rl, + [IP,qrl, 
— Pld;rl, —P;(Q;r) + QiP;rl, + riP,ql, + [Plg;ril, . 


En réduisant et en appliquant enfin la formule de l'analyse 
vectorielle: 


[P,19,r1], = 9,(r,p) — r,(P,9) , 
il vient: 
— (p,9)r, + 9,(,p) — P,(qr) = — P(qr) + 9,(r,p) — r,(P,9) 


ce qui prouve l'identité, 


PROD 


4, GÉNÉRALISATION DE LA NOTION DU VECTEUR. 


16. Considérons un quaternion q rectangle ou quadrant, 
c. à d. un quaternion dont l'amplitude est de 90°. Le vecteur 
initial x et le vecteur final y étant à l'angle droit, on a: 


(x,y) — 0 


et les formules (1) donnent: 


d—=0,q 0. 


Cherchons les 4 composantes r, du quaternion-produit r— pq, 
où p est un quaternion quelconque. Nous avons: 


ro — —(P,9), | 


Le sr Podh Se [P,9], : (7) 


Si le plan du quaternion q est perpendiculaire à celui de p, ce 
qui s'exprime par la condition (q,p) — 0, on aura le quaternion- 
produit r défini par les 4 nombres: 


0 , r, = p09; + [P;9l; - 


Il en résulte que r sera dans ce cas aussi rectangle. 


En comparant ces résultats aux formules (8), on constate 
que le quaternion p transforme q comme si q était un vecteur. 
Autrement dit, on peut assimiler un quaternion-rectangle q à un 
vecteur dont les composantes seraient les quantités q, et dont 
le carré de longueur serait (q,q) et inversement. Ce vecteur ne 
serait autre chose que l'indice du quaternion rectangle q. 

Si ce vecteur appartient à p, c. à d. si l’on a (p,q) = 0, il est 
indifférent de considérer pq comme produit de deux quaternions, 
ou comme l'effet sur le quaternion-rectangle, ou vecteur gq, de 
l'opérateur p, qui le transforme en un autre quaternion-rectangle, 
ou vecteur r de composantes r,; ces composantes sont celles de 
l'indice du quaternion r. 


En assimilant le vecteur à l'indice d’un quaternion-rectangle, 
nous étendons le domaine d'action d’un quaternion qui, de cette 
façon, pourra être appliqué à n'importe quel vecteur: en effet, le 


NON 


produit de deux quaternions existant toujours, l’effet de l’appli- 
cation qu’un quaternion à un vecteur quelconque s’exprimera par 
la transformation des composantes de ce dernier d’après les 
formules (14) en 4 composantes du quaternion-produit qui en 
résulte. 

17. Supposons maintenant que le quaternion p est aussi 
rectangle (p, — 0) et a son plan perpendiculaire au plan de q 
((p,g) = 0). Si l’on considère p comme vecteur et q comme 
opérateur, p appartiendra à cet opérateur et inversement. Leur 
produit r — pq sera défini par les formules: 


ty — 0 ,r, —[P,9], . 


On s'assure aisément que les quantités r, vérifient dans ce cas 
les deux relations 


(r,p) ee (r,q) — 0 


et on en conclut que les trois vecteurs p, q et r forment un trièdre 
trirectangle à gauche, c. à d. tel que si l’on enfonce un tire- 
bouchon tournant dans le sens de q vers r, il avancera dans la 
direction du vecteur p. 

Si les quaternions-rectangles p et q ne sont pas perpen- 


diculäires entre eux, leurs produit r — pq est donné par les 
_ relations: 
lo T'R (P,9) , 
LE [P,9}, : 


En assimilant p et q à des vecteurs, nous en tirons que le produit 
de deux vecteurs est un quaternion. Les formules précédentes, 
où l’on considère les quantités p, et q, comme les composantes 
des vecteurs p et q, ne diffèrent que par des facteurs numériques 
— (p,p) et (p,p) des formules de définition (1). On en conclut que 
le plan du quaternion-produit r est le plan des vecteurs p et q, 
le sens de rotation qu'il produit est celui de p vers q et sa 
grandeur est donnée par la formule: 


Cr) = (Pa +S IP 


(A) 


SPA ee 
d'où 
PIRE 
Quant à son amplitude, faisons le raisonnement suivant. 


Appliquons le quaternion r au vecteur p et soit y le vecteur qui 
en résulte. D’après les formules (1), nous avons: 


(P,P}, — (P,y) » 

(P,P}r, Tr [P,y}z , 
ou bien, d’après (8): 

PE tu AE [r,P], 


Substituons les valeurs de r, dans ces relations, il viendra: 


—(p,p)(P.9 = (P» 
(P,P)[P,91, = [P,y} , 


de même que 


Y, = q, (p,p) — 2p, (q,P) . 


_ Soit À l'angle compris entre p et y, c. à d. l'amplitude de r, 
et soit B l'angle formé par les vecteurs p et q. On a: 


(y,P) = |y|-iP\cosA , 
où 
= VO») = V(G9)(P,P) — y(Q,9)(P,PŸ — (P,p) 7,9) , 
Di (P peau) 
Il s'ensuit: 


—(p,p)(P,9) = (P,P) y(P,P)(Q,9) cosA , 











ou encore: 


COS Ste Le cos 
(P,P)(q,9) 





On a de même: 


> [p.91 


(A) 


— VCPP)Q9 — p.® ' 





IP\:1q| sinB 





a RP CES 


d’où: 








en tr (pq) 
sinB = + |/1 (P,p)(a,9) 


D'autre part: 





(P,y) 
(P,P)(y,y) 








Sin — +Vi — 
et en remplaçant (p,y) et (y,y) par leurs valeurs: 


, ( » )( ,9) , 
de less ES ÉJÈCE _ 
sinA +7 (p,p)(a,9)(p,p} sinB 


Nous en concluons que l'amplitude À du quaternion r est le supplé- 
ment de l’angle compris entre les vecteurs p et q. 








5. DÉFINITIONS. 
18. Quaternion opposé. Nous appelerons le quaternion 
Chester et PE —Q;) 


quaternion opposé au quaternion q. 

Les cosinus directeurs de l’axe de —q ne diffèrent que par le 
signe de ceux de l’axe de q. Il s'ensuit que l’axe de q est opposé 
à celui de —q, c. à d.:que les sens des rotations produites par 
ces deux quaternions, et qui s'effectuent dans un même plan, sont 
opposés. 

D’après les formules (4) et (5); l'amplitude du quaternion 
opposé —q a son sinus identique à celui de l'amplitude de a, 
tandis que leurs cosinus sont de signes contraires. Par suite, 
l'amplitude de —q sera supplémentaire de l'amplitude de q. Le 
sens des rotations étant opposé, le vecteur z résultant de x par 
l'application du quaternion opposé —g, sera opposé au vecteur y, 
résultant de x par l'application du quaternion qg. Les longueurs 
des vecteurs y et z sont d’ailleurs égales, puisque les grandeurs 

” de g et —q sont identiques. 


FNOGREE 


On peut aussi obtenir l'effet de —gq en traitant tout d'abord 
le vecteur x par le quaternion g et en multipliant ensuite le 
vecteur y, obtenu ainsi, par —]1, ce qui donne le vecteur z 
opposé à y. 

19. Quaternion réciproque. On appellera quaternion inverse 


: DÉS 
ou réciproque du quaternion gq le quaternion q—! == — défini par 
l'équation: q 


Il Il 
. Qi — .—— qi. == re _— 1 ; 
Je q FE q q 
ou bien: 
1 
q qi 
Nous pouvons, en effet, écrire: 
GARE ET 
car: 
qq =] 


et en traitant par q—!: 

OC Vue Be A DIU NE à 
d'où 

te er 
Pour avoir les composantes a 

système de 4 équations suivantes: 

Di ne (HD US 

die Ji el IEEE OK, 


LD on n’a qu'à résoudre le 


Le déterminant de ce système est: 


dore der 
q , % , — da , — do 
Q ; da ’ d » Tdi 
S'ÉRPAEU DTARES FRET SOU Le 


DE — ((9,9) » 





OT UUE 


et la résolution donne: 











gui ( do ti 2 ss 
((a,9) ((@,a) (@4) (4) 
En cherchant la grandeur de q”!, on obtient: 


1 
197 = et 
CA 
Les quantités q, ! étant proportionnelles aux quantités q,, mais 
de signe contraire, le quaternion inverse g—! aura le même plan 
que g, mais son axe est opposé à celui de g. La rotation produite 
par g—! sera donc de sens contraire à celle produite par le quater- 
nion g. 
Montrons que les amplitudes de g—! et de q sont égales. Les 
formules (4) et (5) donnent: 














l 1 do l 
cosB=——— 4 —)q  —— — 4 = cosA , 
Fais (@®) 141. 
6) 1 re ((,9)) (g,9) 2 
sin B=.— (q ,q 1) Æ 2 (9,9) — sin À , 
(97,9) ((9,9)) ((g,9)) 
d'où, au signe près: 
AD: 


Si donc on traite un vecteur x par qg et si l’on applique 
ensuite au vecteur y ainsi obtenu le quaternion réciproque g-! on 
retrouvera le vecteur x, puisqu'on a: 


(y,y)95 = (y,x) , 
(y,y)97" = [y,xl,, 


et en y remplaçant les quantités g,° et (y,y) par leurs valeurs 
{(y,y) — ((g,9)) (xx) LE 








a 
(x,x) ((Q,9)) (2,9) = Fu — (x;y) , 
CN SC RO 


(4,9) 


RON Dur 


On peut aussi écrire symboliquement 
Vs qx 
d’où, en traitant par le réciproque g—!: 
CS A CRE nb 
20. Quaternion conjugué. Le quaternion conjugué q de q 
est défini par la relation: 


qq = 9-4 = ((q,q) . 
Les composantes de q seront donc données par les équations: 
do er (q,q) — ((q,q)) , 
do + ado + lg ql, =0, 


car le produit gg étant un quaternion numérique, on a: 


(g9) = (9) , (gg), = 0. 
Le déterminant de ce système est encore: 
D = ((q,q)) . 
La résolution de ce système donne: 
a (dos die - gage 


Le quaternion q et son conjugué q ont donc un même plan, mais 
produisent des rotations de sens contraires, leurs axes étant opposés; 
leurs amplitudes et leurs grandeurs sont d’ailleurs égales. 

Si un vecteur x est transformé en un vecteur y par le quater- 
nion q, x sera transformé en z par son conjugué g, z étant symé- . 
trique de y par rapport à x. 

Dans le cas où le quaternion q est un verseur, c. à d. tel que 
((9,9)) = 1, son conjugué et son inverse seront identiques, puis- 
qu’on aura: 


QU (qu » — ir —Qyr —-Q3) = 9 : 


Si l’on se sert de la représentation usuelle des verseurs par 
les arcs de grand cercle d’une sphère unité, le conjugué et l'inverse 
d’un verseur seront donc représentés par le même arc qui représente 


DORE 


le verseur même: ces trois verseurs ont un même plan et des 
amplitudes égales, mais l’arc représentatif du conjugué et de l’in- 
verse sera parcouru dans le sens inverse. 


21. Théorème. Le conjugué du produit de deux quaternions 
est égal au produit des conjugués des facteurs multipliés dans 
un ordre inverse: 





pq —=q"p. 
Soitr= (r,,r,,r, ,r,) le quaternion produit r — pq des 


quaternions p et g. Les composantes r, de ce produit sont: 


lo = Podo — (P,9) , | 
PE CU 2 P;,% Fe [P,q, .) 


(14) 
Le quaternion conjugué de r est par définition: 
r=(r, 1, 1, —tr) 
Or les formules (14) nous permettent d'écrire: 
Fo = Po = CH CP) —EDCP) — C4)C-P) = 1, 
el) MP EE Ph = Tr, 
ce qui démontre le théorème, puisque les conjugués des quater- 
nions p et qg sont: 
P = (Por —Pir —Pos —P) , A —= (Qu; —-d,—-d,—dQ). 


On peut facilement généraliser ce théorème pour un nombre 
quelconque de facteurs. 

En effet, considérons le produit de trois quaternions quel- 
conques p,qetr. Nous avons: pgr =pPq:r—=u:r, avec u = Pg, 
et par suite 


K(pqr) = ur =r.u, 
et comme u — Q-p, on obtient: 
K(pqr) = r-q:p. 


* A côté de la notation très courte q, nous nous réservons de nous servir, où 
il y a avantage, de celle de Hamilton qui désigne le quaternion conjugué par Kq. 


OR QE ARE 


Dans les cas d’un nombre quelconque de quaternions, on 
n'aura qu'à répéter plusieurs fois ce raisonnement pour obtenir la 
formule générale | 


K(LA mn AD der) Et: gp nramels 

Ce théorème nous permet de démontrer la proposition fonda- 
mentale suivante: la grandeur du quaternion-produit de plusieurs 
quaternions est égale au produit des grandeurs de ces quater- 
nions. 

Dans le cas du produit de deux quaternions, on doit donc 
avoir: 

(Cr, r)) = ((P,P)) : ((g,9)) , pm 

si r — pq. LA 

D'après la définition du quaternion conjugué nous pouvons, 
en effet, écrire: : 


(Gr) = rer = pq pq =p:9-.q.p = p((Q,4)P . 


Mais le produit ((9,q)) est une quantité numérique et on peut le 
‘permuter dans sa multiplication avec les quaternions; il s'ensuit: 


((,r)) = ((q,9)):p + p = pp((g.9)) = ((a,9))((P,P)) = ((P,P))((q,q)) . 


La généralisation pour un nombre quelconque de facteurs ne 
présente aucune difficulté et nous pouvons donc dire que l’ordre 
des facteurs dans un produit de quaternions n'influence pas la 
grandeur du quaternion-produit. 

En remplaçant dans la formule ((r,r)) = ((p,P))((q,9)) les 
composantes du quaternion r — pq par leurs expressions tirées 
des formules (14), on obtient l'identité d’'Euler. 


((P,P))((g,9)) = (Po PR P:43) 
HN Pis + Ph + [PU 
(A) 
22. Corollaires. a) D'après ce qui précède, on aura pour 
tout quaternion-rectangle 7 de composantes (0 , 9, ,q, ,q.) 


4 = —} 


BG Eee 


Si les axes de deux quaternions-quadrants & et z sont à l'angle 
droit, le conjugué de leur produit sera: 


K(G2) e L° ® —= (— 2) (— 6) Ye À 


TOR AR 
les quantités caractéristiques du produit o — &z étant dans ce cas 
lo = Ge D [pq], | 


Pour avoir le conjugué de l’inverse d’un quaternion, on partira 
de la relation: gg! = 1, qui donne 


ou bien 


Les conjugués des quaternions inverses sont donc aussi in- 
verses entre eux. Nous pouvons écrire: 


q-! = A Dre 


qq (aq) 


b) Le produit de deux quaternions réciproques est égal au 
réciproque du produit interverti: 


Et eo ie OO aise on FAO 
p—'q (qP) OR t 
En effet, on a: 
D de BAT) ER Piel AGE all; 41i"| 
((P,P))((a,9)) ((P,P))((a,9) 














ne : QoPo— GP) — QoPa + QnPo + [9,Ply) | 
((P,P))((Q,9)) ((P,P))((q,9)) 


car 


gp! = y((,9)((P,P) . 


ape pie 


23. Division des quaternions. Le quotient de deux quater- 
nions p et q est un quaternion r tel que multiplié par le diviseur, 
il redonne le dividende. 

Mais comme il peut y avoir deux multiplications (multipli- 
cateur à gauche, multiplicateur à droite), nous sommes conduits 
de distinguer deux types de divisions: 


l. type: multiplicateur ou diviseur à droite: 


P I 
——=p:——Ss ; 
d * 

2. type: multiplicateur ou diviseur à gauche 
P 
ER . P TN à 
Jasot 


On en tirera dans les deux cas: 


Ps qi 
Les expressions des composantes s, et {, des quaternions- 
quotients s et { peuvent facilement être obtenues à l’aide de la 
définition du quaternion inverse. Elle ramène, en effet, la division 
des quaternions à la multiplication, puisqu'on peut écrire: 
P ] 
E types == pr == ps se 
q q 
2. type: SR a ep 
Gr q | 


q— | étant l'inverse de qg. Les formules (14) donnent: 


sy — —— ((p,9) — | 
@ q)) u8) 
SITE ((g,q)) (— Po9» ce Pie [P,91,) , | 
et 
| d; : 18 
= = gp Pr — Po — Le.Ph) (18) 
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Dans le cas particulier où les deux quaternions g et p sont 
rectangles (p, — 9, — Ü) et peuvent être assimilés à des vecteurs, 
les formules précédentes deviennent: 


(9,9)5 me (g,P) , (g,q)s, DE [9,P], , 
(g,9)t, — (q,P) , (9,9) {, Fra [9,P}, 


Or, la première ligne de ces relations, ne diffère point des for- 
mules de définition (1): le quotient de deux vecteurs est donc un 
quaternion ayant pour plan le plan de ces vecteurs, son ampli- 
tude est égale à l'angle formé par ces vecteurs, sa grandeur 
est donnée par le rapport des longueurs de ces vecteurs. 


24. Théorème. Le conjugué d'un rapport est égal au rapport 
des conjugués, la division changeant de type. 


Nous avons, en effet, s — K(p,) — q-!.p et puisque 


D H0N-ODtient: 


1 =" 
5 — k(P) # k(P,) # : ne 


es k(?) — K( p) = Ka P)=p-q1=—P. 


ce qui démontre la proposition. 


À l’aide de ce théorème, cherchons les grandeurs des rapports 

s et ft, définis par les formules (18). Nous avons: 
— FE 2 1 — ] _ 
GS sp ppp — pp (EP) 
GER DL: ((9,9)) ((9,9)) 


de même que: 


— 1] —]1 L 
est pp = EP) (ss) | 
q :((9,9) 
Ainsi, la grandeur du rapport de deux quaternions est égale 


au rapport des grandeurs de ces quaternions. On aurait pu arriver 
3 


nr s 
à ce résultat en employant uniquement les théorèmes relatifs à 
la multiplication qui donnent immédiatement la dernière relation: 
AC Fe OP 
p=ipl li = 


For ao) 


CHAPITRE IL. 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 
DE LA THÉORIE. 


1. ADDITION DES QUATERNIONS. 


25. Rappel des définitions. Nous avons établi jusqu’à présent 
les propriétés fondamentales du calcul des quaternions uniquement 
par des considérations analytiques. Il serait bon de compléter 
l'étude qui précède par une interprétation géométrique générale qui 
permettrait de retrouver les théorèmes déjà vus en partant de la 
définition du quaternion, sans faire appel à l'analyse. 

Rappelons brièvement la définition d'un quaternion: c’est un 


opérateur q qui transforme un vecteur Oa en un autre Ob a que 
nous supposons partant d’une origine commune. 

Pour connaître complètement le quaternion q, il est néces- 
saire d'avoir 4 éléments définissant le plan du quaternion, son 
amplitude et sa grandeur (voir n° 3). Nous écrivons: 


Obe= q- Où 
ou bien, sous une forme équivalente par définition: 
Ob 
ARTE pe | 
Oa 


Deux cas particuliers sont à signaler immédiatement: celui 
où les deux vecteurs ont un même support et celui où les longueurs 
des deux vecteurs sont égales. Dans le premier cas, le quaternion 
n'effectue que l'extension et s'appelle quaternion numérique. Dans 
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le second, l'opération se réduit à la rotation seule et le quaternion 
porte le nom de verseur. 

Si la rotation effectuée est de 90°, nous désignerons l'opérateur 
par quaternion-quadrant (ou rectangle) ou verseur-quadrant. 

À chaque quaternion, à l'exception des quaternions numé- 
riques, correspond un indice qui est un vecteur porté dans le 
sens positif sur l’axe du quaternion et dont la longueur est égale 
. à la grandeur du quaternion (v. n° 6). 

Inversement, l'indice ne définit que la grandeur, le sens 
de rotation et le plan du quaternion, et ce sont seulement les 
quaternions-quadrants qui sont parfaitement définis par leurs 
indices. 

Par définition, nous assimilons un vecteur à un quaternion- 
quadrant dont l'indice est confondu avec ce vecteur. 

Cette définition nous permet de réunir en une les deux 
notions: celle du quaternion et du vecteur. Grâce à cette gènérali- 
sation, on pourra traiter par un quaternion un vecteur quel- 
conque, n’appartenant pas nécessairement au quaternion. Nous 
faisons ainsi correspondre à chaque vecteur un plan qui lui est 
perpendiculaire. Si le vecteur appartient à un quaternion, les plans 
de ce quaternion et du quaternion-quadrant forment un dièdre droit. 

En particulier, un vecteur-unité sera assimilé à un verseur- 
quadrant ou verseur-unitfaire. 


26. Addition de deux quaternions. Appliquons deux quater- 
nions quelconques p et q à un vecteur Oa, ayant pour support la 
ligne d’intersection des plans de ces quaternions, et soient respective- 
ment Ob et Oc les vecteurs qui en ré- 


sultent (fig. 1). Nous pouvons écrire: 
——— — — — 


CODE Or ROC 4e On! 
Additionnonsles vecteurs Ob et Oc 
d’après les règles usuelles de l'ad- 

— 
dition des vecteurs et soit Od leur 


résultante : 


D ObEMOc- OC LOb 





SES RME 


Le quaternion-somme CDS + q des quaternions pet q est le quater- 
nion qui transforme Oa directement en Od: 


Od = (p + q) Où 


De la construction même de Od il ressort que l’on a identique- 
ment: 


p:Oa + q: Oa — Ob + Oc = Od — (p + g) Oa 
— Oc + Ob—q:0a + p-Oa—(q +p) Où, 
càd:p+q—q—#}p. L'addition des quaternions est, par 


conséquent, commutative. 


. >. = ET. . Ld Li LA 
Les droites Ob, Oc et Od sont situées, comme il résulte de 
leur construction, dans un même plan qui est généralement incliné 


—> 

sur Oa. 
Dans le cas particulier où les quaternions p et q sont rect- 
> — 


— — 

angles, les vecteurs Ob et Oc sont perpendiculaires à Oa, Oa 
= 

sera donc perpendiculaire à leur résultante Od et le quaternion- 


— — 
somme p + q —= q + p est aussi rectangle. Si OP et OQ sont 
les indices de p et de q, ou les vecteurs correspondants à ces quater- 


— 
nions, ils sont dans le plan perpendiculaire à Oa, c. à d. dans le 


—— —- — —— | 
plan bOc. On a, en outre: OP | Ob et OQ | Oc et par suite: 
AS TS 
bOC POP 
— 
Si nous prenons le vecteur Oa égal à l'unité, nous aurons: 


OPI = |Ob| , 109! —|lOe 


et les parallélogrammes Obcd et OPOR seront égaux. Leurs côtés 
ctaru respectivement perpendiculaires net eux, leurs diagonales 
Od et OR le seront aussi; la résultante OR = OP LE O9 sera 
donc perpendiculaire au plan aOd et identique à l'indice du 
quaternion-quadrant p + q = q + p. On en conclut que pour 
additionner deux vecteurs OP et O9, il est indifférent qu'on 
effectue la sommation en les assimilant aux quaternions-rect- 
angles p et q, ou qu'on les somme directement comme vecteurs. 
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Inversement, l'addition des quaternions-quadrants peut-être 
remplacée par celle dés indices ou vecteurs représentatifs. 

Le quaternion u = p + q —-q + p étant obtenu par la 
construction précédente, nous pourrons l’additionner à son tour 
à un troisième quaternion quelconque r, et nous écrirons, par 
définition: 
v=p+g+r=(p+qg+r=r+(p+a 

PAUSE DIRE DATE 

En additionnant le quaternion v = p + q +-r, ainsi con- 

struit, à un quatrième quaternion quelconque s, nous poserons: 


MDP tee = (Di dE SSP tr) =, 
Nous pouvons donc, en procédant par étapes, construire la somme 
de 4 quaternions p, q,r ets. 

27. Théorèmes. |. Tout quaternion q peut se mettre sous la 
forme d'une somme de deux quaternions q, et x, dont le premier 
est un quaternion numérique et le second un quaternion-quadrant 
ou vecteur : 


4—= GT. 
Soient encore Oa le vecteur initial et Ob le vecteur final 
Ob = q Où 
Décomposons Ob en Oc et Od _(ig- 2), Oc Tee ERA 
étant sur le support de Oa et Od | à Oa. \ 


Déterminons un quaternion numérique gq, et 
un vecteur Z tels que l’on ait: 


GEO NO oo | \ 
D'après la définition de la somme de deux É 


quaternions, nous pouvons écrire: 


q- Oa = qOa + x Oa = (99 + à Où 





ou bien: 
D OT 
I. Sip=p, +$etq =, + 2, leur somme peut s'écrire: 


p+q—= (Po + go) + (6 + 2) 


“RS DONC 


EE 
En effet, désignons par Oa un vecteur commun aux quaternions 
p et q, nous aurons, en construisant la 
somme p + q (fig. 3): 


Ob, — p Où , Ob, — q Oa , 
et si 
Ob = Ob, + Ob, , 
on aura: 


Ob = (p+ q) Oa 
D'autre part, d'après le théorème pré- 
cédent, on aura également: 


Oc, Re p,Oa, Od, Da Oa,(Od, | Oc)), 
Oc, — qOa, Od, —= } O2, (Od, | Oc,), 


qui vérifient les relations: 





Fig. 3 


Ob, = Où, + Od, = (pp +) 02 =G6+p)Os , 
Ob, = Où, + Od, = (q9 + 9 Oa = (7 + q) O2 
Construisons les sommes: 
— ou —— — —— 
Od = Od, + Od, = Od, + Od, , 
Oc = Oc, + Où, = Où, + ©, 
Od étant la diogonale du parallélogramme construit sur Od, et 


— — 
Od,, sera perpendiculaire à Oc qui a le même support que Oa. 
On pourra écrire: 


Od = 5 Où + 7 Oa = (6 + 7 )0a = (4 + 5 )Oa ; 
Oc = p,0a + q90a = (po + 4) Oa = (90 + Pi) 0 


La résultante étant invariable dans l'addition des vecteurs quel que 
soit l’ordre des addendes, nous avons: 


Ob — (Oc, + Od,) + (Oc, + Od) 
— Oc, + Oc, + Od, + Od, = … 
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et, par conséquent: 
PL 9 = Pot où + G+H 2 = QE Rp) + GED =... 


L'addition des quaternions-quadrants pouvant être remplacée par 
celle des vecteurs correspondants, la somme & + ; s’obtiendra 


ee 2 
aussi par la construction de la résultante OR des indices OP de 
Lars 
& et OO de %: 


28. Corollaire. La somme p + q + r est égale au quater- 
nion (bo. + Qo + to) + (@ + x + 0) quel que soit l'ordre des 
addendes : 


p+qg+r=(p+qg)+r=p+(q+r) 
ADR Gen (Re 0), = 


En eïfet, la somme p + q = (p, + qo) + CG + pestun 
quaternion u = u, +‘ qui, additionné au quaternion r = r, + 0, 
donne: 


ur (+ r0) + Co + 0) = (ro + up) + Ce + 0). 
Nous avons donc: 
b+gEr= fl +) rl TIGE +0 + el , 
et de même, si l’on effectue la sommation dans un autre ordre: 
ol Co 1 22 mi C2 os 


Mais les sommes 


Dire (don ro) AN SPA DSP D ere PL 





sont identiques, car il est évident qu'on a: 


PoOa + 9902 + r,0a — (Po nee lo) Oa 
CNT \Po 1e (ii r)}Oa = (Po + do + t)Oa 
Les sommes (@ + x) + o et & + (7 + o), qui peuvent être 


obtenues par l'addition des vecteurs représentatifs des quaternions- 
quadrants &, z et o, sont égales à & + 7 + 0, car la résultante des 


_ 


vecteurs &, x et o est toujours la même quelle que soit la manière 
de composer les addendes. Il s'ensuit que l’on a identiquement: 


5+GR+D=G+D+e—=6+rx+0 
et nous pouvons donc bien écrire: 
DE due (DER) EDS (Gr) 
—= (bp, + do + To) | (& | X | 0) , 


ce qui exprime la propriété associative de l'addition. On démontre- 
rait facilement cette égalité pour un nombre quelconque de quater- 
nions: 











SE AD AT ME DIRES D EN E END ES 
+q= Pr + tot) F(G+x Te +0). 








2. MULTIPLICATION ET DIVISION DES QUATERNIONS. 


29. Produit de deux quaternions. Nous définirons le produit 
r — pq de deux quaternions p et q de la façon suivante: 

Soit aOc le plan du quaternion q, dOe celui de p et OB 
leur intersection (fig. 4). Tout vecteur, ayant pour support OB, 
appartiendra aux quaternions p et q. Prenons dans le plan de q 


et => 
un vecteur Oa tel que traité par q, il donne un vecteur Ob, sur 
a RS = Re 
la droite OB: Ob, — q Oa. Traitons ensuite le vecteur Ob, par 
le quaternion p et soit Oe le vecteur 
— — 
qui en résulte: Oe — p Ob,. Rempla- 
—— 
çons dans cette relation Ob, par son 


expression précédente: 


ad = re 


Oe — p(qOa) = pq : Oa. 





Le quaternion transformant le vec- 


Fig. 4 


que Re 
teur Oa directement en Oe est le 
quaternion-produit r = pq et son plan est donné par ces deux 


RS AS ZA 
vecteurs. Les angles aOb,, b,Oe et a0e sont respectivement 


PTT INE Ce 


égaux aux amplitudes des quaternions q, p et r = pq, tandis que 
leurs grandeurs sont données par les rapports: 








| Ob, | DAS ee 0e 
= gl, = = jp), = = fr | 
1Oà Ob,| Où | 


On définira de la même façon le produit interverti s — qp: 
on prendra dans le plan de p un vecteur Od tel que, traité 


par le JHÉCMNOE D aib donrtie °urnevecteur Ob, sur la droite 
OB: Op —p Od. En appliquant ensuite à Ob, le AE q, on 
obtiendra un vecteur Oc: Oc — q Obs, et en remplaçant Ob, par 
sa valeur p Od, on aura: Oc — qp : Od. Le quaternion-} produit 


s = qp sera le quaternion qui transforme le vecteur Od en Oc. 


Son plan est défini par les deux vecteurs Od et Oc, son ampli- 
tude est l’angle qu'ils forment, et sa grandeur est donnée par le 
0e 

= 

Od) 

On voit que les deux quaternions-produits pq et gp sont 
distincts, leurs plans étant différents. Les vecteurs appartenant 
au premier, n'appartiendront généralement pas au second, car 
les plans dOc et aO0e forment un dièdre. L'ordre des facteurs 
dans un produit de quaternions ne peut donc pas être interverti. 

30. Cas particulier: produit mq où un des facteurs est un 
quaternion numérique. 

Le quaternion numérique m pouvant être appliqué à n'importe 


rapport 


quel vecteur, prenons un vecteur Oa appartenant au quaternion q. 
Traité par q, Oa deviendra un vecteur Ob, qui, à son tour, par 
l'application du à quaternion m, sera transformé en Ob, de même 
direction que Ob : 

Ob, —q O2 , Ob, =mOb . 
D’après la définition précédente, le produit mq transformera Oa 


en Ob,.. L'amplitude de mq est donc égale à celle de Qq et sa 
RARE est celle de q multiplié par le nombre m: |mq| = m\q|. 
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Par un raisonnement fort simple on constate que tous les 
éléments des quaternions mg et gm sont identiques et qu’on a: 
mq = qm. 

Nous en concluons que dans ce cas particulier l’ordre des 
facteurs n'influence pas le produit. 

Remarquons que l’action d'un quaternion q se décompose 
en une extension et une rotation. La première est produite par 
le quaternion numérique qui est la grandeur |q| du quaternion. 
La seconde est effectuée par le verseur Ua du quaternion et nous 
avons évidemment: 


q = |q|: Uq —=Ug:)q}. 


31. Montrons que les quaternions r = pq et s = gp ont des 
amplitudes et des grandeurs égales. | 

Pour cela, de O comme centre, décrivons une sphère unité. 
Les plans des quaternions p et q découpent sur cette sphère 
des grands cercles. Soient a°,b",.... les points où les vecteurs 


 — — 
Oa, Ob,, Oc,.... percent cette sphère (fig. 4). Nous avons: 
FRE / At / 
a ObE="b'OC = ample 
FPS / D / 
DOPRED'OEE=EmpEp 
et par conséquent: | 
adb=be , be = db! 
En additionnant membre à membre ces égalités, il vient: 


Cyr) sr 
ab'+b'e 


a, 
/ 


DID 





me, 
/ 


me a, a, 
Mais les sommes sphériques des arcs ab’, b'e’, et b’c’, d'b' sont 
2. — 
respectivement représentées par les arcs a’e’ et d'c'. On a donc: 
FR IR 
ae 00e 
cette égalité n'ayant lieu qu’en longueur seulement, car les grands 


cercles auxquels appartiennent ces arcs ne sont pas équivalents. 
De la dernière égalité nous tirons: 


Ses + 
a Oe’ = d'Oc 





OMAN 


ou bien | 
ampl. (gp) = ampl. (pq) 

Remarquons que les arcs de même longueur, de même sens 
et d'un même grand cercle de la sphère unité, peuvent être 
considérés comme équivalents. Ces arcs peuvent être obtenus 
les uns à partir des autres par un simple glissement le long du 
grand cercle et peuvent, en effet, représenter l'amplitude d’un 
même quaternion, ou verseur, appliqué à des vecteurs différents 
de son plan. 

Les grandeurs des quaternions r = pq et s = qp étant 
données, par définition, par les rapports: 


|Oe JO 
ns. —|PDQl, — —= |qp| 
|Oa| |Od| 


il est aisé de voir qu’elles sont égales au produit des grandeurs des 
quaternions p et q et qu'elles sont, par suite, égales entre elles. 
Nous avons, en effet (fig. 4): 












































Ob, | Oe 
= | | , = —= |p , 
Oa | Ob. | 
Ob, | 
et ll  Peenete CR 
Od | \Ob, | 
d'où par multiplication: 
10e | IOB (ae 
D Ed me 0 || 
Ob,| |Oa |Oa 
Oc | |Ob, Hblon 
nn e— —|gl'|pl==—=/|gpl=}s] 
Ob,| |Od Od| 


Il en résulte que l’on a: 
el =is = lpl-lal= al: {Pl 
les produits |p\-\q| et |ql:|p| étant identiques. 


AA UE à 


D'après ce qui précède et par le fait que le produit de la 
grandeur d’un quaternion par son verseur possède la propriété 
commutative, nous pouvons construire les quaternions r et s en 
construisant tout d’abord leurs amplitudes, c. à d. en effectuant 
le produit des verseurs des facteurs. Les grandeurs |q| et |p 
peuvent ensuite être facilement introduites. 

Cette construction se réduit à l’addition des arcs de grands 

PEN TT LT PEN 
cercles de la sphère unité, ab° = b'c’ et db’ — b'e’, qui représen- 
tent respectivement les verseurs Ugq et Up. L’addition sphérique 
n'étant pas commutative, l'ordre des facteurs dans un produit 
de quaternions doit être maintenu. - 


32. Cas particuliers. a) Carré d'un quaternion. 


Si dans le produit pq, le quaternion p tend vers q, le point d’ 
tendra vers le point a” et le point e vers c’, tandis que les arcs 


11) Tr : ES HA Lo re 
d'b' — b'e’ tendent à devenir égaux aux arcs ab" = b'c’ (fig. 4). 
À la limite on obtient: 


L'amplitude de g”, qui est donnée par l'arc EST -L- b'e 
= 9 cb est le double de l'amplitude de q, sa grandeur est égale 
au carré de la grandeur de q et les rotations produites par ces 
deux quaternions sont de même sens. 


b) Produit de deux quaternions-quadrants ou vecteurs. 
Nous supposerons avoir affaire à deux verseurs-quadrants & 
— 
et zx, dont les vecteurs représentatifs sont des vecteurs-unités OP 


— 
et OQ’. Pour passer au cas général, il suffira d'introduire les 
facteurs numériques |&| et |7}, qui sont commutatifs dans leur 
multiplication avec les quaternions. 





Soit O2’ le vecteur initial, appartenant à 7 (fig. 9). Traité par 


— 
le verseur z, il devient Ob’ et on a: 


TE — 


OST OI NON A DEEOD 


A Po 


— 

Si Ob’ appartient à &, on aura, en le traitant par ce verseur 
re . G He RS 
DE AO A OaNEtRb'e"— 90 


Sr La . er TA 
de la sorte que Ob’ étant | aux vecteurs représentatifs OP’ et OO 
— — 
des verseurs & et x, les vecteurs Oa’ et Oe’ se trouveront dans 
le plan de ces-vecteurs. Ce plan est donc le plan du verseur- 
produit r = &y. 
, ; 7 7}? 
D'autre part, puisque O2’ | OQ 
se D 
et Oe’ | OP’, on a: 
FR / 
ampl.r = ampl. ô7 = a'Oe 


LIN OU 


— 
le sens de rotation allant de OP" vers 
ST: 
09 . 
Par une construction analogue, on 
trouvera le produit inverse s — 7ù qui 





Fig. 5 


DATES PS 
sera représenté par l'arc d'c’, sur le même grand cercle que a'e’, 
égal à ce dernier, mais de sens inverse. 
Les verseurs r — &z et s — à sont donc conjugués: 


K(@7) — xÿ. 


En introduisant les grandeurs |6| et 7}, on passera aisément 
au cas général, qu'on peut énoncer comme suit: 


Le produit de deux vecteurs quelconques OP et 0Q est un 
quaternion ayant pour plan le plan de ces vecteurs, dont l'ampli- 
tude est l'angle supplémentaire de l'angle des vecteurs et dont 
la grandeur est égale au produit des longueurs des vecteurs. 
L'inversion de l’ordre des vecteurs dans le produit ne change que 
le sens de rotation du quaternion-produit, les autres éléments 
restent les mêmes. 

Nous pouvons encore dire que le produit &z de deux vecteurs 


— — — — 
OP et OQ d’une part, et le quaternion transformant OP en OQ 


— 46 — 


d'autre part, ont un même plan, leurs amplitudes sont supplé- 
mentaires et possèdent le même sens de rotation. Leurs grandeurs 
sont respectivement: 








En évaluant ies valeurs des composantes des quaternions définis 
par le produit &z et par le rapport 2 de deux vecteurs & et x, dont 


les longueurs respectives sont |&| et |7| et qui forment un angle À, 
on trouve aisément: 














OX = — (6x) + [6x] = —|6||x| cos À + |6| x|snA=r, +0, 
X OL OX X | + | ; 

2 — C : | | l es | L | cos A +. Lel sin À 

o | © |° L& |* Lo. | 


33. Division de deux quaternions. Etant donnés deux 
quaternions p et q, il existe toujours un et un seul quaternion s 
tel que l'on ait 


sq — pP 
et un et un seul quaternion t tel que 
us te 
Ecrivons tout d’abord les grandeurs de s et deifs qui ot 


définies par les équations: 


sig = Ip) et |gllfl —/|p 
Nous en tirons: 


Pour déterminer les plans et les amplitudes des quaternions- 
quotients s et f, nous supposerons que q et p sont des verseurs. 
Soient Ob' le vecteur commun aux verseurs p et q, ab — be 
l’arc représentatif de q et d'b — b'e celui du verseur p (fig. 6). 


AT 


PR, 
D'après la définition du produit des quaternions, les arcs d'a et 
PS 
c'e’ représenteront les verseurs cherchés f et s, car on a: 


AS = = 

d'a + ab — db , :c à d. qt — p ; 

TD FE 7} : 

b'c Co De VAS D 
Tous les éléments des quater- 
nions s et { se trouvent ainsi 
déterminés sans ambiguïté. 


Considérons en particulier le 
rapport de deux quaternions- 





quadrants & et 7: Fig. 6 
CRE ee 
Re  ( —— L . 
X X 
ro) ] 
_— D— —= $S 
pe X 


Soient OP et OQ (fig. 7) les vecteurs 
représentatifs de & et 7, dont les arcs 
sont respectivement: 


db be 000 2 
cr — be — 900 


, + 
Par une construction analogue à celle 


employée pour représenter le produit de g, F 
deux vecteurs, nous déterminons les 
arcs des quaternions s et { et nous arrivons au résultat suivant: 
le rapport de deux vecteurs OP et 0 est un quafernion qui 


+ — 
transforme OQ en OP. 
Les quaternions s et t, définis par les conditions 





SX +0 4 OO 


sont conjugués, comme on le voit aisément par la figure: 


TIRANT 2e 


3. PROPRIÉTÉS DISTRIBUTIVE ET ASSOCIATIVE 
DE LA MULTIPLICATION. 


34. Théorème. Etant donnés trois quaternions quelconques 
p, q et s, on a identiquement: 


(p=r Q)S=pSERS,, 
Sp + q) = sp + sq 

Avant de donner la démonstration du cas général de trois 
quaternions quelconques, nous établiront tout d’abord les 4 cas 
particuliers suivants. 

1) p,gets sont des quaternions numériques. Les quaternions 
numériques pouvant être identifiés aux nombres, nous avons 
évidemment: 

(Po me %o)So — PoSo dE LoSo » 
SPo + Go) — SoPo + Sodo : 


2)p— pet q — qsont numériques et s — 6 estun quaternion- 
guadrant: 


(Po + Qo)° = p,5 + 09 


Nous avons vu que la multiplication d'un quaternion par un 
quaternion numérique ne change que la grandeur de ce quater- 
nion, tous ses autres éléments restant invariables. Si donc nous 


— — 
appliquons 6 à un vecteur quelconque Oa, le vecteur Ob qui en 
résulte doit être multiplié par (p, + 4) si l'on veut obtenir l'effet 
du premier membre. L'effet du second membre sera obtenu par 


= 
la multiplication successive de Ob par p, et q, et par l'addition 


des vecteurs Ob, et Ob, qui vérifient les relations: 
— — —— — — — 
Ob, = p,0b. = p,5 O2 , Ob, = qjOb = q,5 Où 


I est évident que dans les deux cas on arrive finalement à un 
ce 


même vecteur Oc, et nous pouvons écrire: 


Oc — (DE g)Ob — = p,Ob + -aOb = —= (p, + q)c02 
— — Ob, . Op — = p,00à + g,°Oa 
d'où 
Po + Io)9 = Po9 = do° 


\ 


SX Ce au 


La multiplication d’un quaternion par un quaternion numérique 
étant commutative, nous aurons aussi: 


(Po + do) = SPo + 5% 


3). Les quaternions p = à et q = 7 sont rectangles eto —s, 
est un quaternion numérique. 
Nous avons à démontrer la relation: 


(6 Es, — 65, + 15, 

ou bien, en intervertissant les facteurs: s(@ + x) = 5, +- s,x. 

L'addition des quaternions-rectangles & et x peut être effectuée 
par l'addition de Jeurs vecteurs représentatifs OP et 0@, CAIG 
vecteur OR, correspondant à la somme de & et de x, est donné par 
la diagonale du parallélogramme construit sur OP et O9: 

OR=DPT 00 

La multiplication par un quaternion numérique ne changeant que 
la grandeur du quaternion rectangle, le vecteur représentatif de 


—> : 
s* S'obtient de OO en multipliant celui-ci par le facteur s,, et la 
proposition que nous voulons démontrer s'écrit: 


— — — 
S0R = OP + s,00 , 

égalité qui est évidente. 

4). Il nous reste le dernier cas particulier de trois quaternions- 
quadrants &, x et o. 

L EE I: => 4 J 
Soient OP, OQ et OS leurs vecteurs représentatifs. La somme 
— — ET 

(& + x) sera représentée par un vecteur OR — OP + OQ. La 


relation (& + 7)o — &o + xo s'écrit, si l’on remplace les quater- 
nions-quadrants par les vecteurs équivalents: 


—  — — — —  — 
OR : OS = OP -OS + OO :-OS . 

Or, cette dernière égalité résulte premièrement de la définition 
de la somme de deux quaternions et deuxièmement du fait que le 
produit de deux vecteurs est un quaternion dont le plan passe par 
les deux vecteurs, l'amplitude est supplémentaire de l’angle de ces 
deux vecteurs et la grandeur égale au produit de leurs longueurs. 

4 


En effet, prenons O$ opposé à OS (fig. 8) et tel que l’on ait 





— — 5 
et où IOR : OS) désigne le quaternion, produit de deux vecteurs. 


De même: 











car on a: 
OPIERCHRRRS = 
——— —|OP.O0S|—IOP|.IO$| , 
ŒS. 
ODA 
= = |09:0Si—]|001:108] 
| OS” 


La relation OR — OP + 0Q nous permet d'écrire: 
(OR - OS\OS — {OP . OS\O$ + {09 : O$\OS 
et la proposition se trouve démontrée. 
Un raisonnement analogue justifiera le second cas: 
A (ES m0 FE Ro er 2 


Cas général. Si q — q, + x est un quaternion qui trans- 
—— — 
forme un vecteur unité Oa en un autre vecteur Ob, nous avons, 
— — 
en désignant pour abréger Oa par x et Ob par y: 


do — (xy) | 


à 11 
ns OÙUAUUXX) 


ones 


—> — 
Soit p — p, + & un quaternion transformant Ob en Oc ou z. 
Montrons qu'on a: 


r= pq = (po + 6)(Q + 0 = pi + Go + PxX + EX 
Pour le prouver, il faut démontrer que les relations 


to = Podo + (GX) , 
0 —= px —+- Q0® + [ox] 


sont vérifiées. 


Le quaternion r qui transforme Oa en Oc est donné par la 
somme r—r, + 0 —(x,z) del [x,z], où nous avons pris |x| — 1. 


Décomposons les vecteurs Oa et Oc parallélement et perpendi- 


culairement à Ob et désignons par x, et z, leurs composantes 
longitudinales et par x, et z, leurs composantes transversales, de 
FOIRE ER EN PE Er 

Rappelons les propriétés suivantes des produits intérieur et 
extérieur de deux vecteurs: 


(x,z) — (x; + X9 » Zi N + 2) E+ (x, , Z) = gs , 25) , 
[x,z] Fr: Ha 2e X9 » Zi ce 2,] A Lx, , 22] ce ES , Z;| mA [x , za] 


qu'on établit aisément par des considération géométriques. Nous 
avons, en effet : 


NS ( AN ANQ EN 
(x,z) = x} -|z] cos(xz) = |x|{|z,| cos(xy) + !z,| cos(x,z,) cos(x,x)| 
Ne AN AS 
—|x||z,| cos(xy) + |x| |z,| cos(x,z,) cos(x,x) 
Mais x cos(xy) UE cos(x,x) — x, etil s'ensuit: 
ES z) — Si Ix.||z.l 4e | x, | | 2] cos(x,z,) — (x, , z,) Ge (Xo , Z:) ; 
car cos(x,2,) — cos 0° — I. 
De même pour la seconde formule 
. Hs . Fee 
GE el sin(x2) — Ix|{1z,l sin(xy) + 12] sin(xz)} , 
et comme on a: 


° A , Fe } . HN 
Ix| sin(xy) = |x,) et |x| sin(xz,) = xl + [x] sin(xoz)) , 


An eh et 


il vient: 
Mere tn HOT 
x21= 1x/12,1 + 1xill22l + 1xol1221 Sn (X oz) 


= Se RSR 


les composantes x, et z, étant respectivement perpendiculaires aux 
composantes z, et x,. 

Evaluons x,,x, #7; et 7." Le vecteurwy"dérivant dexpar 
l'application du quaternion q, inversement, x dérive de y par 
l'application du quaternion réciproque qg=!. Il n’est pas difficile de 
s'assurer de l'identité: 


/ 





+ do x 
q 7 SE 2 2 
Carte 
où z désigne le vecteur opposé à x, x — —y7 
Le quaternion qg—! transformant y en x, nous avons: 
do X 
D EE PT AO IT cou LT PA 
gl q 
De même, le quaternion p transformant y en Z, Z,—= pPoy et 
z, —=&y. Formons les produits [x,,zl, [x ,z;].et[x,,,z,|: 
| Lo | “| Es 
[X,, 2] = X120, d'où x. | el TE 1&6i|y| = q,lô) - 
U à | x | | / 
,;z1=%x22, d'où: |x|-[z|—= PrLlA PolyYi= pol* F5 
No da : Le 
[xo , Zo| = | xs 5 22 Sin(X 22) + prié À L&||yl Sin(X: 29) 
q 


—|y\\6| sinGé2) , 


car |y| = |q|lx| = |q|. 

Mais [x, , z,] et [x, , z,] sont représentés par des vecteurs dont. 
les supports se confondent avec ceux des vecteurs & et 7. Nous 
pouvons donc écrire, les grandeurs de > et de 7’ étant identiques, 


[x , 21 = 96 , [X, 2] = p,X 


.— 983 — 


L'angle formé par les composantes x, et z, est égal à l’angle 
compris entre les vecteurs 7 et &, de sorte que 


x, ,Al=X,6l=(6, x 


En portant ces valeurs dans les formules donnant (x,z) et [x,z] en 
fonction de leurs composantes, nous obtenons: 


r) = (4,2) = po + @,) , 
D C2 D Code [0x] 


et la formule énoncée se trouve démontrée. 
En s'appuyant sur la formule que nous venons d'établir, nous 
pouvons écrire: 


E + g9)s = [po + 99) + G + xI(s, + 0) 
— (Po 2e do) So fe _ Qo)° + (à —+- 4)So -- (® + X)0 


j 
et la règle distributive de la multiplication étant vérifiée par les 4 
produits du second membre 


(p 25 q)s = PoSo + doS0 + Po° —- 0° + ÔS) +- xs, Lo at 10 
—= (poSo + Po® + S® + Go) +- (oo + 409 + SoX + X0) 
= (p9 + 8) + 9) + (qu + xs + 0) , 


nous avons: 
+ (p + g}s = ps + qs. 


L'autre cas s(p + q)—sp + sq est justifiable par un raison- 
nement tout à fait analogue. 

On peut facilement étendre la règle distributive aux produits 
de polynômes. On a, en effet: 


(p + q + r)s = {p + q) + ris =(p + q}s +rs—ps + qs+rs, 
(+ g)(s + à = p(s +1 + q(s + t) = ps -+ pt + qs + gt. 


35. Théorème. Dans un produit de quaternions, les facteurs 
peuvent être groupés à volonté sans que la valeur du produit soit 
modifiée : 

pq:r —p:q, 
DARES DITS Ne. 


04 — 





Pour obtenir le produit de trois quaternions quelconques, on 
multiplie tout d’abord deux de ces quaternions, puis le résultat 
de ce produit partiel est multiplié par le troisième facteur, l’ordre 
des facteurs étant strictement maintenu. On procédera de même 
si le nombre des facteurs est supérieur à 3 ou bien on effectuera 
tout d’abord les produits partiels de différents groupes de quater- 
nions pris deux à deux, l'ordre de ces groupes restant le même 
dans le produit final: pqrstu — (pq)(rs)(tu). 

Montrons que les deux produits pq-:r et p:qr sont iden- 
tiques. Désignons par s et # les quaternions-produits pq et qr. 
Nous aurons: 


SSE So ne DE (Po 7e &)(q + 1) = Pudo —- Pok + Q0® —- O7 x 
= = (ot 0 ne) = gro ide Hrortenxee 


ou bien: 


So — Podo LE (G,x) NUS D NX LE q0® E [®,x] , 
to — doto + (4,0) » PE do re loZ S [z,0] 


Avec ces notations, nous devons démontrer l'égalité: 

st = pt 
qui s'écrit: (so + o)(ro + 0) = (po + 6)(t, + r) et, grâce à la 
règle distributive, prend la forme: 


Soto + S00 + 06 + 6 — Poto + Por + HÔ + Ët 


Substituons les valeurs de s,,0,t,etr et effectuons les 
produits; on obtient: 


Podook To(®,7) + ToPoZ + lodo® + tol@,4]+ Podo0 + (6,2)0 + Po49 + Q%0 + [6,7]o 
= Podoro + Po(X:0) + Qoro® +(4,0)6 + Po + PoroX +PolX 0] + qÔ0 + r%1+6[7,0]. 
En réduisant dans les deux membres les termes identiques, on 
en tire: 

r(®,X) +r[6,21+(6,2)0 + pX0+ [6,110 = p,(7,0) +8(G,0)+P[x.0H x +E [7,0]. 
Mais nous avons vu que le produit de deux vecteurs quelconques 
® et z est donné par la relation 

GX = (@,x) + [6,2] , 


et l'égalité précédente s'écrit : 
OX + OX : © + PoXO — Po40 À & : XO + REX 
ou bien encore: 
OX. 0 —0 : {0 : 

Pour faire voir que cette dernière équation est une identité, 
décomposons le vecteur o suivant & , z et un troisième vecteur 2 
perpendiculaire aux précédents, et soit 

D A2 ODA CE. 
En remplaçant o par cette expression et en remarquant que le 
produit des coefficients numériques à , b, c avec les quaternions 
est commutatif, nous arrivons finalement à la relation 

abx- © +béz. 7 +cüx.1— a. 6 + b EG. 74 +c.x2 
qui sera justifiée par l'identification des trois équations suivantes: 

OR TO END ON == De OO EN OX SA = DL 
où les vecteurs & et ; sont perpendiculaires à 2. Or, ces trois cas 
particuliers sont très faciles à démontrer. Les grandeurs des deux 
membres étant évidemment égales, 
montrons que les autres éléments 
sont identiques. 

Soient d'a — ab — 90° l'arc 
représentatif du vecteur 7, b'e — 
cd — 90° celui du vecteur à et 

fée FT? 

e‘a = a f — 90° l'arc du vecteur 1, 
qui forment en a’, c’ et g’ des 
angles droits avec les grands cercles 
passant par b' et d’ (fig. 9). Nous 
avons, abstraction faite des lon- 
gueurs des vecteurs, 


ô7 = ab be — ac elite 


et par conséquent: 





h = Rd — 90°, 


= e NT: 
Gy + © — b'c 


TRE 
Le 
Se 
| 
ŸE 


de même que & 75 — h'c’ nc dih di C.Ade 0:10 = 6yr6, 


PERS 


Par une construction analogue on obtient: 


F y ÉT7 Par 1 
= da Fab = 4030 
k CE UE LT (TER % Fat fa ;S 
O «74 — ab + b — dc — —6 — d'a + ac —= OZ" 7%, 


ainsi que: 
PP 


xt = ea lab —eb —901,, 


ke T1 Ft AE Fe) 1? , | 
Ge YA —"eb + b'c — eC— ea + ac — OZ, 


La formule pqr = p : qr — pq :r étant prouvée, nous avons 
immédiatement sa généralisation: 


pqts = (pq): s = pq:rs,, 
où on suppose le produit pq effectué. 


4, RÉDUCTION DE TROIS QUATERNIONS 
AU MÊME DÉNOMINATEUR. 


36. Dans l'addition de deux quaternions, nous avons appliqué 
les deux addendes à un même vecteur qui avait pour support la 
droite d’intersection de leurs plans. La même méthode s'applique 
sans aucune complication au cas où plusieurs quaternions p, q,r, 
ont tous un même vecteur commun et leur quaternion-somme sera 
donc construit immédiatement à partir d’un vecteur commun quel- 


a 

conque Oa. On pourra alors écrire 
—+ 

Ob 


ST 


Oc 
Où 


Où _ 
Où 


P ; Dee 


— Q, 


et la somme p + q +— r +— ... sera donnée par: 








ORMBOb EE ON TOUR | 
mime => L cn jee enanl C DS pie , 
Oa Oa Oa a 

où OR Oh ON De = Od —+- ... est la résultante des vecteurs 


— 57 — s 


Dans le cas général de plusieurs quaternions quelconques, la 
construction de leur somme s'effectue par étapes, comme nous 
l'avons montré plus haut. On peut cependant obtenir la somme 
de trois quaternions par une construction directe, mais, dans 
le cas général, cette construction n’est possible que pour trois 
quaternions. 

La méthode consiste à multiplier les trois quaternions par 
un même verseur, choisi de la sorte que l’on obtienne trois 
quaternions-quadrants, ou vecteurs, qui peuvent alors être addi- 
tionnés immédiatement. La somme cherchée sera obtenue par 
la division de la résultante des trois vecteurs par le verseur auxi- 
liaire employé. 

37. Théorème. 1 existe toujours un verseur s tel que les 
6 produits ps, qs,rs et sp,sq, sr sont 6 vecteurs a, B, ? 
CP SD 3 : 

Il ne s’agit ici que des amplitudes des produits ps, qs,. 
les longueurs des vecteurs «, 8... pouvant être absolument quel- 
conques. 

Dans les triangles sphériques donnant les produits des ver- 
seurs p, 5, q,s, ..., les côtés représentant les verseurs-produits ps, 
qs, ... doivent être égaux à 90°, de sorte que si nous désignons 
par (ÉS), (OS), .. les angles formés par les normales aux plans 


de pet des, de g et de s, .…. les points P, O,S, ... étant respective- 
ment les pôles de ces plans, nous pourrons écrire: 


PS Frs TS ER LS 
cos p cos s + sin p sin s cos(180° — (PS) =0 , 
et deux formules analogues pour deux autres triangles, où p, q. . 
désignent les arcs représentatifs des verseurs correspondants. Nous 
en tirons: 


cos(PS) … cos(DS)  cos(RS) 


CORPS 


cot p cot q cotr 


La position du pôle S du verseur s rapporté aux pôles P, Q 
et R dep,gq et r, est parfaitement déterminée par ces 3 équations, 
dont chacune exprime que S se trouve dans un plan passant par 
le pôle correspondant P, Q ou R 


RP QU 


Pour avoir tous les éléments nécessaires à la construction 
de S, écrivons la relation existant entre les 6 distances sphériques 
des 4 points P, 9, KR et ts. En _désignant par à, b, c les cosinus 
des arcs connus 1 DR, RP et PO, ÉLÉPANEL 2 er CELL ET CRRANCS 
inconnus PS, O$, RS, on a 


LMRT EVE 
LAC D 

à = r( 
Vi et 
ND IT A EL 


Si nous écrivons coftp —e, cotq—f, cotr—g cots— 
u, nous avons x—eu, y JU EU le déterminant 
développé donne: 


où 
B— 23 + bb + À—- 2abc —] , 
de ea DRE ER DEEE Cal) 
+ 2lef(c—ab) + fg(a-bc) + ge(b-ac) . 


Nous verrons un peu plus loin que le radical VE est tou- 


jours réel et que le pôle S existe toujours. Soit u la valeur positive 
et u, la valeur négative de cette racine; on aura: 


cots—u , cot s, =uU = -uU— cot (180°—s). 


Nous avons deux solutions possibles, s et s, — 180° —s. 
À la valeur de u, correspondent x;, y, et z,, vérifiant les équations: 


Si à x, y, z, correspondent les arcs PS, OS et RS, les valeurs 
Xy Y. et z, déterminent les arcs PS, OS, et RSA supplémentaires 
des précédents. Les pôles S et S, sont donc opposés et les 
verseurs s et s, possèdent des rotations de sens contraire. Les 
deux triangles sphériques donnant respectivement les produits de 


p par s et par s, sont des triangles adjacents: les arcs représentatifs 
de sp et s,p appartiennent à un même grand cercle, mais sont 
parcourus en sens inverse. Les vecteurs « et «’, qui leur corre- 
spondent, sont donc des vecteurs opposés ayant la même longueur; 
celle-ci est égale à la grandeur du quaternion p. Le même fait 
ayant lieu pour les produits sq, s,q, qs, ..., ps, ps,, ..., nous 
aurons 6 vecteurs a, B, y, a’, B’, y correspondant à la valeur 
positive de u et 6 vecteurs a,, B,, y, a’, #,, 7’, respectivements 
opposés aux précédents, correspondant à u, — —u. 

Pour obtenir la somme p + q + r, nous pouvons procéder 
de la façon suivante: multiplions les quaternions p, q et r soit 
par s, soit par s, et additionnons les vecteurs représentatifs des 
produits ainsi obtenus. La somme cherché O0 =p+q<+r 
pourra se déduire ensuite d’une des sommes: 


H=a+8g +? = ps + gs +rs =(p+q+r)s = Os, 
M =a +8 +y = sp + sq +sr = sp+qtr)  —=sQ, 
He BE ps, + qs+rs, =(p+q-#+os, —0Os,, 
IT '= a +B + =5s,p + sq + Sr = Ss{p +q +r)=sO 


par la division correspondante par s ou par s. Les résultantes 
IT et Il” et leurs opposées 11, et 11,’ sont toutes de même longueur, 
car les composantes a, B, y, «’, B’, y, «a, ... ont des longueurs 
égales aux grandeurs des quaternions correspondants: 


| | / 


Ipl=lal=lal=lal=}a|, 
ig\ = 18 = |81=18|—=18;|, 
rl=|l=rl=/l=/) 


et forment respectivement des angles deux à deux égaux. On 
le constate aisément en considérant les triangles sphériques qui 
sont deux à deux symétriquement disposés par rapport au plan 
de s. La longueur de ces résultantes est d’ailleurs égale à la 
grandeur du quaternion -somme, puisque la division par un verseur 
ne la modifie pas. Les directions de «a, 8, y, ... ne dépendent 
que des amplitudes des quaternions p, q et r, tandis que celles 
de leurs résultantes 11, Il’, ... seront tout autres si l’on change 
les grandeurs de p, q et r, c. à d. les longuers de «, 8, y, ... 


— 60 — 


38. Voyons maintenant si le pôle S existe toujours, c. à d. 
si u et u, sont toujours réels. Rapportons les points P, Q, R 
et S, qui sont sur la sphère unité, à un système d'’axes trirect- 
angulaires ayant son origine au centre de la sphère et soient 
Ps Q» t, et s, les coordonnées respectives de ces points. Ces 
coordonnées sont en même temps les cosinus directeurs des droites 


OP, OQ, OR et OS. Les équations 











COS (PS) __ cos (OS) _-cos (RS) 











cotp cotq cotr 
donnent: 
cos (PS) cot p | cos (QS) cot q 
= SR MN NE ee 0 AL A 
cos(QOS)  cotq cos(RS)  cotr 


ou bien, en exprimant les cosinus en fonction des coordonnées: 


(Pass + PS2 À PaS3) = M(qiSs + So + QsS3) » 
(QiS1 + QS> 383) = N(TISi + ass + T'as) 


Chacune de ces équations représente un plan réel, passant 
par l'origine et défini par les trois coefficients de s,, s, et 5, : 


(P,—mg,)s, + (p,--mg)s, + (p;-—mg;)s; = 0 , 
(q; Fnbi)Se LE (qo nb nm (q: US = 0 


Dans le cas général, ces plans se coupent et S est parfaitement 
déterminé. 
Les deux plans sont confondus et le point S est indéterminé 
si l’on a: 
PISE RUES SEM S AUARS SIENS 


gi nr, 92 — No \e Eten LUE 








Ces trois équations, avec les trois relations reliant les cosinus 
ps q, et r,, forment un système de 6 équations. Si donc on se 
donne les amplitudes des 3 quaternions, ce qui détermine les 
coefficients m et n, et le plan de l’un d'eux, les deux autres auront 
leurs plans définis par ces 6 équations. 


LES TRE 


Il nous faut encore voir ce qui arrive si l’un des plans est 
indeterminé, ce qui a lieu si les trois coefficients p, —mg, ou bien 
q, —nr, S'annulent tous à la fois. Si, par ex., p, = q,etm= ll, 
nous aurions à la place de la première équation une identité et 
le pôle S serait indéterminé. 

C'est le cas où les quaternions p et q sont identiques et on 
n’a que deux quaternions distincts: l'addition se fera donc sans 
aucune difficulté par la méthode du no 25. 

Supposons m Æ 1, c.àd. que les amplitudes de p et de q 
sont différentes. Si Fee m, Ce qui signifie que les plans de ces 


h 
quaternions sont confondus, les équations 


cos (PS) Es COS (DS) LR pe (RS) 


cot D cot q cot T 





— cot s (b) 


ne sont vérifiées que si cos(PS) — cos (QS) — 0, puisque les 
relations (a) peuvent s’écrire: 


mn (QS) Ar HRaCOS (RS) 
cot p cot q 


les quantités m, n, cot p et cot q étant quelconques. Le pôle S 

se trouvera donc dans le plan commun des quaternions p et q et 

le plan du quaternion s sera alors orthogonal à ce dernier. 
L'équation (b) nous donnera: 


cos (RS) ou TRS ON 


et, par suite, le pôle S sera sur l'intersection des plans de p == q 
et der. En outre, cot s — OSCEX d: po 90°; le quaternion s 
est donc rectangle ou vecteur. Nous tombons de nouveau sur le 
cas de sommation de deux vecteurs à partir d’un vecteur commun, 


—— 
ce dernier étant ici le vecteur OS. 


CHAPITRE III 


REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES 
QUATERNIONS ET FORMULES 
DE ©. RODRIGUES. 


1. FORME ANALYTIQUE DES QUATERNIONS. 


39. Verseurs unitaires. Prenons les quaternions à, à,, i, dont 
les 4 composantes sont respectivement: 0, 1, 0,0 pour i,, 0,0, 1,0 
pour à, et 0, 0,0, 1 pouri, On les marquera: 


i —(0,1,0,0) , i, —(0,0,1,0) , à, — (0,0, 0, 1). 


Ces trois quaternions ayant leurs grandeurs égales à l'unité sont 
des verseurs rectangles, puisque leurs composantes d'indice zéro 
sont nulles. 

Leurs plans forment un trièdre trirectangle, car on a: 


Hh)=0 , Gi) —=0, (ji) —0 


où le premier indice indique le verseur unitaire, tandis que le 
second distingue ses composantes. Ainsi, la première de ces 
égalités exprimant que les axes des verseurs-quadrants à, et i, sont 
à angle droit, s'écrit: 


Lai lou en ee Die 


Les plans de i,, i, et i, se confondent avec les plans de co- 
ordonnées OX,X,X, d'un trièdre trirectangle sinistrorsum, et ces 
quaternions, assimilés à des vecteurs, seront représentés par des 
vecteurs unités dirigés suivant les axes de coordonnées de mêmes 
indices. 

On établirait facilement, soit en partant des considérations 
géométriques, soit en appliquant les formules de multiplication (14), 
les formules fondamentales suivantes: 


Gi) . Q 0 0 . 0 En 
= bling ] (20) 


HAE NÉE 


où les indices £ et n dérivent de h, comme convenu, par une per- 
mutation circulaire des chiffres 1, 2, 5. 

Voyons l'effet analytique des verseurs-quadrants i, sur les 4 
composantes d’un quaternion quelconque q. 

Evaluons le produit i,q. En désignant par (i,q), ses com- 
posantes, les formules (14) donnent immédiatement: 


(, 40 = —Qp : 
Eq —= Go : 

; 21 
Gi q): ARTE 9) 
(ë, qn TE: Te . 


Appliquons deux fois de suite un même opérateur 1, à qg. On 
aura, en tenant compte des formules (21): 


9) = 4 : & Do = 9) = —% » | 
Cége en q)=rG 0h — "dr ;, 
(We q): ss (2, 5 F q): 5% er qn 7 Dre ; 
G° dy VE (&, ; l q)y ar (4, q): . —Qn . 


(22) 


Par un raisonnement identique, on obtient aussi: 
Qi) — —q » Qi — Qo » (qi: — qu 1 (qi, ——q: C1) 
et 
Qi )o — Qi * no TG Er — Go » | 
(q in) Ge (q FR 1,)e + (q 1) rp dre 
(q i ): — (q l, | AE — (q 1) Fe suLe , 
. (q li") RU LAS LR —(q 1j): vs imits 


(22) 


L'effet du verseur i, ne diffère donc en rien de l’effet de la 
multiplication par —1. 


40. Théorème. Tout quaternion q — (q,, q,, 4: q:) peut être 
mis sous la forme analytique 


PE 5 des qi LR Q LT ia, 


les coefficients q, étant les 4 nombres définis par les formules 


de définition (1). 


SN IN LAS 


En effet, cette expression qui est une somme de 4 quater- 
nions q, et q,i, a pour quantités caractéristiques les 4 mêmes 
nombres q, qui définissent le quaternion q. Pour avoir, par ex. 
sa composante d'indice 2, il faut, d’après la définition (10) de la 
somme des quaternions et le corollaire qui en découle, remplacer 
les i, et q, qui est un quaternion numérique, par leurs com- 
posantes d'indice 2. Or, c'est seulement 1, qui a une composante 
de cet indice non nulle et égale à 1; par suite, toute cette somme 
se réduit à g,. De même, la ke composante de ce quaternion- 
somme sera q,. On en conclut que le quaternion représenté par 
cette somme est identique au quaternion q, puisqu'ils ont les mêmes 
composantes. 

On peut développer toute la théorie des quaternions en partant 
de cette forme analytique et en tenant compte des relations (19) 
et (20) reliant les quantités à, entre elles. On arriverait à établir 
les mêmes propriétés et théorèmes que nous avons démontrés 
plus haut. Les coefficients q, d’une somme, d'un produit ou 
d’un quotient de quaternions pris sous leurs formes analytiques, 
s'obtiendront d’après les formules établies précédemment. 

Toutes les définitions déjà données subsistent, par conséquent, 
et nous pouvons écrire: 

1. Grandeur du quaternion: 


al = y{(qq)) , 
où 


((gq)) = q02 + q1?+ q2?+ q32= (ot qi io iat Q3 is) (dy —Q1 1 —Qoio—Qs is) = q+q. 
2. Quaternion-somme Q: 
= 2 (qi + gi + qu qu) | 
— > >) di >) Pom D, +9,i+9,i+O,, 


(2) (2) (2) 
Me L 
avec 0e > q! 


3. Quaternion opposé —q: 


pue cena Le ME Ca CL One A 


pp 
4 . . Di 54 Où 
. Quaternion inverse ou réciproque q— : 


DR Le 7 01 AS FO FANS IE 
((g,q))  ((q,q)) ! MORRSNTIUE 














NE Trad + ol T ais 


5. Quaternion conjugué q: £ 


((q,q)) 
do As il T ob Ÿ ls 





Lo 7h ls Th — 


Remarquons que la forme analytique d’un quaternion n’est 
autre chose que la décomposition de ce quaternion en un quater- 
nion numérique et un vecteur, ce dernier étant donné par la 
somme de ses trois composantes suivant les trois vecteurs unités 


bord € Bt = QG T2 —Q0 + (Qi tr ob Gt) : 


2. EFFET ET COMPOSANTES DE L'OPÉRATEUR 


DD: 

41. Théorème. Le quaternion q — pqp ! a la même 
grandeur et la même amplitude que le quaternion q, mais son 
plan diffère de celui de q: le plan de q' s'obtient à partir du 
plan de q par une rotation de ce plan autour de l'axe de p d'un 
angle qui est le double de l'amplitude de p. 

Voyons tout d'abord la grandeur du quaternion-produit q' 
— pqp |. Nous avons: 


1 | l 
gi= pla. = |ql 
p 


L'opérateur pqp ! ne modifiant pas la grandeur de q, nous 
pouvons, pour plus de clarté, la supposer égale à l'unité, de même 
que celle des quaternions p et p_1!. Ces trois verseurs peuvent 
alors être représentés sans ambiguïté par des arcs des grands 
cercles d’une sphère-unité. 


) 


LAFROSES 


Soit b le point d’intersection des grands cercles des quaternions 
p et q (fig. 10), et soient ab — q et bc — cd — p. Il s'ensuit: 


ac = ab + bc — pq . 
7 Prolongeons en grand 
cercle l’arc ac en ce 


man LS 


ac —= ce — pq 
etremarquons ensuite que 
l'inverse p_! de p est re- 
présenté par l’arc de: Do 
— de = cb. L'arc du 


grand cercle de joignant les extrémités d et e, sera: 





Fo | pgp=q 






Fig. 10 


de = de + ce = pq-p1= q 


Or, de la construction des deux triangles sphériques abc et ced, 
il résulte que les arcs ab et de sont égaux en longueur, ce qui 
montre que les amplitudes de q et de pqgp-! sont égales et : 
que les rotations produites par ces deux quaternions sont de 
même sens. Les angles en b et en d étant égaux entre eux, on 
voit que l'arc de — cd, représentant le quaternion gq', peut être 
obtenu de l'arc ab, représentant q, par un entraînement de ce 
dernier, le long du cercle de p, d'un angle qui est le double de 
amplitude de p. Le plan de q' s'obtient donc par une rotation 
du plan de q autour de l’axe de p d'un angle égal au double 
de l'amplitude de p. 

Dans le cas où l’angle b du triangle sphérique abc est droit, 
l’angle d le sera aussi. Les plans des quaternions q et q° passent 
donc par l’axe du quaternion p, tandis que leurs axes se trouvent 
dans le plan de p. Si nous supposons, en outre, que le quaternion q 
est rectangle, c. à d. que q est un vecteur, ce vecteur appartiendra 
aux quaternions p et p_!. L’arc ab étant égal à 90° et l'angle 
en b étant un angle droit, l'arc ac sera aussi de 90°, de même que 
les arcs ce et de. Les points a et e se trouveront aux extrémités 
opposées du diamètre de la sphère perpendiculaire au plan du 
quaternion p. On en conclut que pour obtenir le vecteur q' 


De 


appartenant au quaternion p, il suffit de faire tourner dans le plan 


de p le vecteur q d'un angle égal au double de l'amplitude de p, 
sans modifier sa longueur. 


42. Pour avoir les 4 composantes du quaternion q°— pqp=! 
p et q étant quelconques, il suffit d'appliquer les formules (16) 
aux quaternions p — (po ; Pi » Pa » Pa) : 4 — (Qys Qi » A Ia) Et p ! 
— ( Po At Po tE 

(pp) * (@,p)) * (pp) (pp) 





On obtient, après la substitution: 














T9 
/ PoQoPo Er 
HT JrEre ((p, p)) ((p, _ > (P;4,Po — Poq;P; — 00 es [p,qlp)) 
d'où 
dé AT (23) 
De même 
; PodoPr L= CROEPÉCERTS Po 
HD EE U(p. D) pi) 24 PA © Gpp)) À Ph Gpip) 
j= 





p 
+ A IUCE 
Pol ppyyln 7 olP: ee pjjlr DE P;(p . b) 


Pr QT. | Pipe 
À Gp) 23 À Gap) 


et après les réductions: 


Qu = Er PHP-9) + 2pipial, ha + Qn(PoPo—(P;P))} + (25) 


Il n’est pas difficile de faire voir que les amplitudes des quater- 
nions q et q sont égales. En effet, la quantité q, est identique 
à q, et on a, puisque les grandeurs de q et de q sont égales: 


(g,q) = (q;g). 


En désignant par À’ l'amplitude de q° et par À celle de q, on 
pourra, par conséquent, écrire: (formules (5) et (6)): 


| / | 


.  lglcos4 = = 419 cosA, 
((q', g'sin A" = (q',q) — (qq) = ((qg)sin” A , 
ce qui donne, au signe près, À — A. Mais la question de signe 
n'intervient pas, le sens de rotation des deux quaternions étant 
le même. 
Dans le cas particulier où les plans des quaternions p et q 
sont perpendiculaires entre eux, on constate aisément que les 


((p,p)) 


formules (23) deviennent identiques, au facteur numérique 


près, aux formules donnant les quantités (ppz), du quaternion- . 


produit pp, où x est un quaternion rectangle (q, — 0). Ces 
formules sont: 


(ppr), nee (p,P))qx F2 2PolP:9/; 


Les quantités g# — (pgp='h, où q est un quaternion quel- 
conque, étant proportionnelles aux composantes (ppz), où 7 est 
un quaternion-quadrant, les plans de q’ et de ppz sont con- 
fondus. On voit donc que le plan de q° s'obtient à partir de 
celui de q par une rotation autour de l'axe de p d’un angle égal 
au double de l'amplitude de p. 

Géométriquement, soient 


TS 


2b—7;— 90° , ac — p1= ce 
les arcs représentatifs de z et de px 
(fig. 11). On a: 
ad = ac + cd — pp: — de 

— de +ce—=pr.p", 
les plans des quaternions pzp=! et ppx 
sont donc confondus. 

Mais ceci reste encore vrai dans 
le cas où x n'est pas un quaternion 
rectangle dans le produit pyp-! car alors, si ab — TOUR 
on a: 





2 


/ Qu 
dCE DO ENCE ; 


TANT 
Re. Dre 


EN os RS 


le point e’ et, par suite, l’arc de’ se trouveront sur le grand cercle 
ade et les plans de pqp ! et de pp sont encore confondus. 

En résumé, si nous désignons avec Hamilton par B un corps 
rigide ou un système de vecteurs, n’appartenant pas nécessaire- 
ment au quaternion p, l'expression pBp-! représente la nouvelle 
position de ce corps, ou de ce système, après sa rotation autour 
de l'axe du quaternion p d’un angle égal au double de l'amplitude 
de p. Si l’on veut renverser le sens de rotation, on n’a qu’à 
appliquer RÉTÉRCIENS p_ Bp, comme on le voit sur la figure 10. 
En effet, si gd — eq de, on peut écrire: 


gc = ge gd + de= pr g =ch, 
bh= bc + ch=p"! qd p—=ab—q 


et le sens de rotation est renversé. 


3. COROLLAIRE: FORMULES DE O. RODRIGUES. 


43. Problème. Etant donné un corps solide B, dont la 
position dans l'espace est définie par un système d'axes tri- 
rectangulaires OX, X, X,, invariablement lié au corps, on de- 
mande: 1) de tourner ce corps d'un angle donné autour d'un 
axe donné passant par le point O; 2) d'exprimer les cosinus 
directeurs des axes nouveaux OX", X°, N°, obtenus après la 
rotation, par des expressions rationnelles des trois quantités. 

L'axe et l’angle de rotation étant donnés, déterminons un 
quaternion p, ayant le même axe et dont l'amplitude est la moitié 
de l'angle de rotation à effectuer. Ce quaternion p est parfaite- 
ment déterminé par les données du problème. La rotation de- 
mandée sera obtenue, par l'application de l’opérateur pBp-! au 
corps solide B. 

Soient à, & et & trois vecteurs-unités dont les supports se 
confondent respectivement avec les axes OX, , OX, ,OX.. Pour 
avoir les cosinus directeurs de ces axes après leur rotation, traitons 
leurs vecteurs-directeurs à ,i, et à, par l'opérateur pi,p* qui les 
amène sur les axes OX", X°, X’,. On obtient par les formules (23), 


— 70 — 


en tenant compte des valeurs des composantes des i,, l'expression 
suivante : 


23 ; | . : ; 
LR PÉTER) (po? + pi? —pr?—ps;°)ù 


+ 2(bsPo + PiPab + 2(p1Ps — PoP2)is} 


Les coefficients de à, , et i, sont des quantités proportionnelles 
aux cosinus directeurs de l’axe OX," par rapport au système 
primitif OX, X, X,, car OX," est le support du vecteur-unité 
He DID ce 

De même pour les autres axes OX,’ et OX," : 


| 
Pc i, rs ( es F) FA . 
2 PLP ((p,p)) | (D1P> PsPo)ù 
(Po” P:° — Ds” Pi )b 2(Popi + PoPs)is| ’ 


LÀ e 1 a 
He psp = Cp) 2 (piP: + PsPo)i 


2e 2(p3pP2 — Pi1Po)t de (Po° + P:° — pt  Dulsl . 


Les 9 cosinus directeurs des axes nouveaux sont ainsi expri- 
més rationnellement à l’aide de 3 des quantités p, , car l'une d'elle 
s'élimine immédiatement en divisant le numérateur et le dénomi- 
nateur du second membre par cette quantité. 

En réunissant les 3 formules précédentes, nous obtenons la 
formule générale: 


so) : 1 : à 
Ph pp) (Po Ù Pr PE Pris 
e 2(P5P» < PHP: 35 2 (PP Po in) / 


les indices 5 et » dérivant de h par permutation circulaire. des 
cüutires al 2,0: 
Les formules de transformation des coordonnées pourront 


donc s’écrire: 


/ 
Apt À px e À Ann 


MALE 
où les coefficients à,, , 2,-, a, ont les expressions suivantes: 
S 


2 De ns Da TPE Dre 








ET (Ep) 
Es 2(PoPn + PHP) | 
à ((p,p)) 
ie 2(P;Py = PoP à 
((p,p)) 


44, Remarquons que la grandeur du quaternion p peut être 
prise absolument quelconque, l'opérateur :pBp=! ne produisant 
pas d'extension. Nous pouvons, en particulier, poser : 


Po = |Pl°Po » Pr —=IPpl-P; 


de sorte que 


((p,p)) = ((p,p))((p,p)) 


et, par conséquent: ((p',p')) = 1. Le verseur p', déterminé par les 
4 quantités p',, ne diffère que par sa grandeur du quaternion p, 
et l'opérateur p'Bp'—! produira la même rotation que l’opérateur 
pBp. 

Prenons donc la grandeur du quaternion p égale à l'unité. 
Dans cette supposition, nous aurons identiquement: p-!— p et, 
par suite 


pBp”' = pBp . 


Les coefficients de Rodrigues prennent une forme simplifiée; nous 
en formons le tableau suivant: 


di = Po À Pi — Po — Ps” ; An — 2(PiPe — PsPo) 
do — 2(PoP3 + P1P2) ». 99 = Po” + Ps” — P3° — Pi” 
A3 = 2(P3P1 — PoDo) » 498 = 2(PoP1 + PeP3) 

231 — 2(PoP2 | PsP:) 

go — 2(P:2P3 — P1Po) 

A8 — Po + Ps — Pi — 


les quantités p, vérifiant la condition ((p,p)) — 1. 


OPA 


4. SECONDE DÉFINITION DE LA MULTIPLICATION 
| DE QUATERNIONS. 


45. Nous avons vu tout à l'heure quel est l'effet de l’opé- 
rateur p..p!,le quaternion p étant absolument quelconque. 
Appliquons cet opérateur à un quaternion s et soit s’ le qua- 
ternion que l’on obtient: 

SE=IDSDES 
La figure (10) montre que nous avons identiquement: 
SA DS DE Dies DEE 

Le quaternion s° peut à son tour être traité par un opérateur 

g..q !. Désignons par s”° l'effet de cette opération: 


CR ÉETTS QUE 
s” est donc obtenu à partir de s par deux rotations consécutives, 
1) autour de l’axe du quaternion p, d'un angle qui est le double 
de l'amplitude de p; 2) autour de l’axe de q, d'un angle qui est 
le double de l'amplitude de ce dernier. 
Le quaternion t sera dit le produit gp s'il transforme le 
quaternion s directement en s”, c.à d. si l'on a 


= tt" = (qp)-s: (gp) . 

L'amplitude du quaternion + doit être égale à la moitié de 
l'amplitude de l'opérateur #... 4-1. Pour la construire, rappelons 
le théorème de cinématique 
sur l'addition des rotations. : 


Soient à — ampl. de p, 
8 — ampl. de q, 
» = ampl. de #, 


et P, © les pôles des deux 

premiers sur une sphère-unité 
(fig. 12). 

Fig. 12 La rotation produite par 

p..p !est de 2a autour de 

l'axe OP et celle produite par q .. q—! est de 28 autour de OQ. 

Menons par les points P et © des arcs de grands cercles, formant 





A7 Q rue 


respectivement les angles « et B avec l'arc PQ. Soit R leur inter- 
section: OR est l'axe du quaternion t = qp. 

En effet, tournons tout d’abord de 24 autour de OP. Le 
point R viendra en un point R,, symétrique de R par rapport 


à PQ. La rotation de 28 autour du point © le ramènera de 
nouveau en R. Ce point reste, par suite, fixe, il est le pôle de 
la rotation , équivalente aux deux rotations précédentes autour de 
OP et de OQ. En construisant le triangle PP,R comme c'est 
indiqué sur la figure, on obtiendra l'angle ; de la rotation résul- 


tante (P, OP — Es PO = PO): 
— cosy —= cosacosB + sinasinB cos(PO) 


Il n’est pas difficile de s’assurer que le triangle polaire PK'Q' 
du triangle PRO donnera la construction directe de l'amplitude 
du quaternion f. En effet, 7 étant l'angle supplémentaire de 
l'angle des plans des quaternions p et q, nous avons bien la 
construction ci-contre (fig. 13). Cette 
construction se confond d'ailleurs 
avec la construction tirée de la défini- 
tion du produit de deux quaternions 
donnée au n° 29. 

Remarquons que l’interversion 
de l’ordre des rotations fait passer le 
centre de la rotation résultante au 
point R, (fig. 12). La construction 
correspondante de l'arc représentatif 
de l'angle > sera donnée par le triangle polaire Q,'R'P;" du triangle 
OR, P, ce qui est d'accord avec les définitions déjà vues. 





Fig. 13 


46. La définition précédente de la multiplication des quater- 
nions permet de donner une preuve facile de la propriété associa- 
-tive de la multiplication: r - gp = rq : p . 

Pour cela, posons comme tout à l'heure: 


DD Si | (24) 
SU = s: (25) 


Te 


et enfin 


DS De S Et 0 SUR ITS eu (26) 


où u — rq 

Le résultat final reste invariable soit si nous éliminons s 
tout d’abord et s” ensuite, soit si c'est le contraire qui a lieu. Les 
3 égalités (24), (25) et (26) donnent dans les deux cas, grâce au 
théorème sur la composition des rotations: 


S— u(psp jus = rtstd)r 
et par suite: 
u:p—=r:t, 
c'est à dire: 
AC PEN ee PES 21 


CAO ER: 
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